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Introduction

Ce manuscrit présente un cours d’algebre 2 avec exercices corrigés. Il est des-
tiné principalement aux étudiants de premiere année Mathématiques et informa-
tique, ainsi qu’a toute personne ayant besoin d’outils d"algebre linéaire de base.

Son contenu est axé sur les espaces vectoriels, avec un accent mis sur les es-
paces vectoriels de dimension finie, ot1 'on parle de familles génératrices et bases.
Vient ensuite la partie sur les applications linéaires entre deux espaces vectoriels.
Afin d’étudier d"un peu plus prés le cas des applications linéaires entre deux es-
paces vectoriels de dimensions finies, nous avons besoin d’introduire le calcul ma-
triciel et les systemes linéaires.

Chaque chapitre de ce manuscrit se termine par des exercices d’applications
suivis par leurs solutions.

Nous espérons que cette modeste contribution soit utile pour le lecteur, en

particulier aux étudiants de premiére année Mathématiques et informatique.



Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels sur un corps commutatif

Soit (K, +, ~]K,O]K, 1]K) un corps commutatif, ot 0]K (resp. 1]K) désigne 1'élément
neutre par rapport a loi de composition interne + (resp. Lc.i. - ).
Définition 1.1.1. Etant donné un ensemble non vide E, on dit que (E, +,,,) est un
espace vectoriel sur le corps K (ou un K-espace vectoriel ) si :

1. (E, +,) est un groupe abélien.

2. - est une loi de composition externe (l.c.e.), (opération externe)

KxE — E

(0,x) — a- x
vérifiant (les quatre propriétés de I'opération externe) pour tous w, B dans KK et tous
x,y dans E
@ a, (x4, y) = (00, 20+, (@, y);
®) (a4, B)- x=(a- x)+_ (B y);
© (@ ), x=a, (B, %)
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(d) 1]K‘ X = X.

E

Les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K sont appelés scalaires.
La loi de composition interne +_ est appelée somme (addition) vectorielle, celle de

la loi de composition externe - - multiplication par un scalaire.

Remarque 1.1.1. On note par 0 = 0_ I'élément neutre de E par rapport a I'opération
E
+ . et on écrira, s'il n’y a pas d'embiguité, + (resp. -) au lieu de +_ (resp. - ), et donc on

parlera du K-espace vectoriel (E,+, -).

Proposition 1.1.1. Soit E un IK— espace vectoriel on a :
1. VxeE, 0 -x=0_;

2. Va € K; zx-OE:O;
3. VaeK,Vxe€E, (—a)-x=—(a-x)=a-(—x);
4. Va € K,Vx € E; oc-x:0E<:>rx:0]Koux:OE.
5. Va,peK,VxeE;(a —B) - x=a-x—p-x;

6. Va e K,Vx,y€E; a-(x—y)=a-x—a-y;

Démonstration. 1- Montrons que Og.x = Og, soit x € E, Og.x = (0g + Ok ).x ce qui
implique que Ok.x = Ok.x + Ok.x, donc Ok.x = Ok.x — Ok.x = OF.

2-Soit w € K, 0.0r = 2.0k.0g (d’apres 1) ce qui implique que a.0r = (a.0x).0r =
Ok.0g, d’ot1 «.0g = Of.

3-Daprés 1ona 0, -x =0, donc (a + (—a)).x = Of, ce qui implique que a.x +
(—a).x = 0, d’'ou (—a).x = —(a.x), et d’aprés 2onaa-0_ = 0, donc a(x +
(—x)) = O, ce qui implique que a.x + a.(—x) = 0, d’'ott a(—x) = —(a.x).

4-" < 7 évident d’apres let2.

” = " Montrons par I'absurde l'implicationa - x =0_= a =0, ou x = 0_, donc

SUppOSONSs & - X = OE est vrai et (¢ # O et x # 0), si & # O alors il existe a1, on
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a a.x = O, en multipliant par ! on obtient :
ot (wx) = (a ) x =Tpx=x (1.1)
a b (ax) = (a7 1)0p = O (1.2)

D’apres(1.1) et (1.2) on a x = O, ce qui contredit notre hypothese.

5-SoitVa,p € K,Vx € E,ona (a — ) -x = a- x — B - x car dans le groupe additif E,
cette égalité équivaut a (« — B) - x + B.x = a.x, or 1 membre vaut [(« — B) + B].x
soit a.x.

6- De méme, Voo € K,Vx,y € E;a- (x —y) = a-x — & - y puisque c’est équivalent a

a(x —y) + a.y = a.x, ce qui est vrai, le premier membre valant a[(x — y) + y] = a.x.

]

Exemples 1.1.1. 1. L'espace vectoriel trivial est I’espace vectoriel sur un corps K compor-
tant un unique élément, qui est nécessairement le vecteur nul.

2. Tout corps K se présente comme IK-espace vectoriel. L'addition et la multiplication de K
fournissent respectivement la somme vectorielle et la multiplication par un scalaire.

3. Plus généralement, I'ensemble des n-uplets d’éléments de IK muni des lois usuelles, forme
I"espace vectoriel IK".

4. L'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes a coefficients de IK forment I’espace
M,, , (K).

5. L'ensemble C°(X) des fonctions continues réelles (resp- complexe) définies sur espace
topologique X est un espace vectoriel réel (resp- complexe).

6. L’ensemble des suites numériques satisfaisant une relation de récurrence linéaire est un

espace vectoriel réel.
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1.1.1 Combinaisons linéaires

Définition 1.1.2. Soient E un K- espace vectoriel et I un ensemble fini ou infini, on note

par (v;)icr la famille de vecteur indexée par I et définie par I'application

I — E

I — 0.

La famille est appelée finie (resp infinie) si I est fini (resp infini).
Si | C ILalors (v})je; est une sous-famille de (v;);c1, ou on dit que (v;);c1 une sur-famille

de (v])]EI

Remarque 1.1.2. Pour le cas oir I C IN* la famille (v;)ic; notée aussi (v;)1<i<max (1),
dans ce cas (V;)1<j<max(1) représente max(1)-uplet(v1, 02, .., Vyax(1)-

Si [ = N, donc (v;);c; est une suite

Combinaison linéaire d’une famille

Définition 1.1.3. Soit A une partie non vide d'un K-espace vectoriel E. On dit que le
vecteur x de E est une combinaison linéaire d'élément de A s’il existe des scalaires a;, i € I
(fini) tel que x = Y ;cyaix; ot x; € A.

Les scalaire n; sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Lorsque I'ensemble d’indexation I est infini, il est nécessaire de supposer que la fa-
mille (&;);es est a support fini, c’est-a-dire qu’il n’y a qu'un ensemble fini d’indices

i pour lesquels a; est non nul.

Exemples 1.1.2. Tout vecteur x = (x1,x2) de k est combinaison linéaire de la famille
finie F = (e;)1<i<x ot e; = (1,0),e2 = (0,1), car x = (x1,x2) = (x1,0) + (0,x2) =
x1(1,0) + x2(0,1) = x1e1 + x2e2.
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Remarque 1.1.3. L’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A est le sous-espace

vectoriel engendré par A.

Exemples 1.1.3. Voici quelque exemple

1. Dans R, ({1}) = R-1=Ret ({0}) = {0}.

1
2.DansR%,si A=< e = alors (A) = R x {0}.

1.1.2 Sous-espaces vectoriels

Un sous-espace vectoriel (s-e.v.) F d'un K-espace vectoriel E est une partie non
vide F C E qui est un espace vectoriel pour les restrictions a F des lois de E. En
particulier, cette partie doit étre un sous-groupe de (E, +) et stable pour la multi-

plication par un scalaire, et cela suffit. Autrement dit, on a :

Définition 1.1.4. Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel. On dit qu’une partie F de E est un
sous-espace vectoriel de E si

1. F#Q

2. Fest stable pourlaloi + :Vx,y € F;x +y € F

3. Feststable pour laloi - :Vx € F,Va € K;a-x € F
Ceci est encore équivalent a :

1. F#Q

2. Vx,y€ FetVa,peK;a-x+p-y€F.
De la définition précédente, on conclut que si F est un sous-espace vectoriel d'un
espace vectoriel (E, +, ) alors 0, est dans F. En utilisant la contraposée de cette im-

plication cela nous donne une condition nécessaire mais pas suffisante pour qu'une

partie F de E est un sous-espace vectoriel de (E, +, -). C’est-a-dire :

0, ¢ F=F n'est pas un sous — espace vectoriel de E
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Exemples 1.1.4. 1. {0_} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
2. L'ensemble des fonctions numériques a variable réelle paires est un sous-espace vectoriel

de I'espace vectoriel des fonctions a variable réelle.

Remarque 1.1.4. En pratique, on ne montrera pratiquement jamais qu'un ensemble est
un espace vectoriel en utilisant la définition ; on montrera le plus souvent que c’est un sous-
espace vectoriel d’un espace vectoriel déja connu (comme K", K[X], - - - ). Par conséquent,
on n'utilisera rarement la définition d"un espace vectoriel donnée en début de chapitre. En
revanche, il est indispensable de savoir prouver qu’un certain ensemble est un sous-espace

vectoriel d’un espace vectoriel connu.

Proposition 1.1.2. Soient E un K-espace vectoriel et (F;);ej une famille (finie ou infinie)

de sous-espaces vectoriels de E. L'ensemble F; est un sous-espace vectoriel.
1
iel

Démonstration. Puisque O appartient a chaque des sous-espaces vectoriels F;, i €

I, il appartient aussi a leur intersection, ce qui prouve que () F; est non vide. Si x
i€l
et y sont deux vecteurs de (] F; alors pour tout i € I, x et y appartiennent a F;, et
iel
donc pour tout &, B € K, le vecteur ax + By appartient aussi a F; (puisque F; est un
sous-espace vectoriel de E pour tout i € I). Le vecteur ax 4 By appartient donc a

N E. O

icl
Remarque 1.1.5. Attention : Contrairement a l'intersection, I'union d’une famille (finie
ou infinie) des sous-espaces vectoriels de E n’est pas nécessairement un sous-espace vec-

toriel de E. A titre d’exemple, considérons les deux sous-espaces vectoriels Fy et F» de R?

définis par
X1
FF=Rx {0} = €ER?*/x1 €R
0
0 2
E={0}xR= eR*/x; e R

X2
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L'ensemble F; U F, n’est pas un sous-espace vectoriel de R? puisque

0 , 1 0 1
€ Fet € F, mais + = ¢ [ UF,.
1 1

1.1.3 Sous-espaces vectoriels engendrés par une partie

On rappelle que la réunion de sous-espaces vectoriels n’est généralement pas un
sous-espace, par contre l'intersection d"une famille non vide de sous-espaces vec-
toriels, est un sous-espace vectoriel. Il en résulte donc que la famille (non vide) des
sous-espaces vectoriels contenant une partie A d"un K-espace vectoriel E possede
un plus petit élément (au sens de l'inclusion). Cela permet d’introduire la défini-

tion suivante :

Définition 1.1.5. Soit A une partie quelconque d’un IK-espace vectoriel E. Le sous-espace
vectoriel engendré par A est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A. c’est également

l'intersection de tous les sous-espaces contenant A. on le note vect(A) ou (A), c’est-a-dire

(A) = ﬂ F; tq. F; est un sous — espace vectoriel de E

ACFi

Exemples 1.1.5. 1. Le sous-espace vectoriel engendré par @ (I'ensemble vide) est le sous-
espace vectoriel nul, ¢’est-a-dire (@) = {0_}.
2. Si F est sous-espace vectoriel alors le sous-espace vectoriel engendré par F est F lui

méme, c’est-a-dire (F) = F.

1.1.4 Familles libres, familles génératrices et bases

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 1.1.6. La famille de vecteurs (x;);cy, tel que I est fini, de E est dite libre, si

la seule combinaison linéaire des x; égale au vecteur nul est celle dont tous les coefficients
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sont nuls. C’est-a-dire

V(O&i)iej € K, Zocixi = OE — ;= O]K
iel

On dit également que les vecteurs de cette famille sont linéairement indépendants.
Définition 1.1.7. La famille de vecteurs (x;);cy, tel que I est fini, de E est dite liée si elle

n’est pas libre. Autrement dit, s’il existe une combinaison linéaire des x; égale au vecteur

nul dont des coefficients ne sont pas tous nuls. C’est-a-dire
3 (w)ier €K, > ax; =0_eta; #0,
i€l
Dans ce cas, On dit que les vecteurs de cette famille sont liés ou linéairement dé-

pendants.

Définition 1.1.8. La famille de vecteurs (x;);cy, tel que I est fini, de E est dite génératrice

de E, si le sous-espace vectoriel engendré par la partie {x;};c est E. C'est-a-dire

Vx€E, 3 (a)ie; € Ktg. x = Zocixi
icl

Définition 1.1.9. On appelle base de E, toute famille de vecteurs {x;};c, I est fini, de E

qui est a la fois libre et génératrice de E.

Propriétés et résultats

1. Une sous-famille d’une famille libre est une famille libre.
Une sur-famille d"une famille génératrice est génératrice.
Une famille contenant le vecteur nul est liée.

Une famille réduite a un élément x est libre si et seulement si x n’est pas nul.

S

Une famille finie {x;};c; des vecteurs d'un K-espace vectoriel E est liée si et

seulement si I’'un des vecteurs est une combinaison linéaire des autres.
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Exemples 1.1.6. 1. Soit x € E, alors la famille {x, —x} est liée.
2. La famille {1,+/2} du Q-espace vectoriel R est libre.

3. La famille réduite a {1} est une base de IX (en tant que K-espace vectoriel).

Caractérisation d'une base :
La famille {x;};cy, I est fini, des vecteurs d'un K-espace vectoriel E est une base
de E si et seulement si tout vecteur x de E s’exprime de maniere unique comme

combinaison linéaire de ces vecteurs. C’est-a-dire

VxeE 3! (a)ic; € Ktg.x = erixi
icl

1.1.5 Coordonnées d’un vecteur suivant une base

Définition 1.1.10. Soient B = {by,--- , b, } une base de E et x un vecteur de E. Les sca-
laires uniques oy, - - -,y vérifiant x = Y | a;b; sont appelés coordonnées de x suivant

la base B, et on écrit x = (aq, - - - ,(xn)B.

Exemples 1.1.7. 1. Dans R3, la famille B = {by, by, b3} est une base, oiL

0 -1 0
bi=|1 [ bo=] 2 [|etbs=] 4
2 1 1
-1
Soit le vecteur x = | —6 | de R3. On sait que les composantes du vecteur x sont

1
respectivement —1, —6 et 1, alors que ses coordonnées par rapport a la base B sont données
par (1,2, -3)3.

2. Dans Ry [ X] 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de deqré inferieur ou égal a 2,
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la famille B = {by, by, b3} est une base, oil
by =2, by=2X—T1ethy = X>—2

Soit le vecteur P = 9X? + 4X — 6 de Ro[X]. Les coefficients du vecteur P sont respective-

ment —6, 4, et 9, mais ses coordonnées par rapport a la base B sont données par (1,2,3) 3.

1.2 Base Canonique d’un K-espace vectoriel

Une base canonique d'un KK—espace vectoriel est une base qui se présente de ma-
niere naturelle d’apres la maniere dont 1’'espace vectoriel est présenté. C’est ainsi
que l'on parle de la base canonique de R”, de la base canonique de 1'espace vecto-
riel des matrices ou de celui des polyndmes. La propriété spécifique de ces bases
canoniques est que pour tout vecteur x de 1'espace, les coordonnées de x dans la
base canonique sont données par les composantes mémes (coefficients) qui consti-

tuent x.

Définition 1.2.1. Soit &€ = {e1,- -+ ,en } une base du K-espace vectoriel E. On dit que £
est la base canonique de E si pour tout vecteur x de E, les coordonnées de x suivant cette

base sont données par les composantes mémes (coefficients) qui constituent x.

Exemples 1.2.1. Dans les exemples suivants, nous allons généraliser ce qu’on a fait pré-
cédemment, cependant nous changeons les bases.

1. Dans R3, la famille £ = {ey, ey, e3} est une base, oil

1 0 0
e1=| 0 |,e2=1]1 |etes=]0
0 0 1

2. Dans Ry [X] l'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2,
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la famille £ = {Py, P1, P, } est une base oil
Py=1, Pp=xetP=x*

Dans ces exemples, les coordonnées d"un vecteur quelconque de ces espaces sui-
vant les bases données sont données par les composantes mémes (coefficients) qui
constituent ce vecteur. Cela signifie que ces bases sont les bases canoniques de ces

espaces.

Remarque 1.2.1. En algebre, dans un espace vectoriel E ; les coordonnées d'un vecteur x
de E ne sont pas, en général, les composantes de ce vecteur sauf si la base dans la quelle on

a travaillé est canonique. Dans ce cas les deux notions coincident.

Attention : Il ne faut pas oublier qu'une base est avant tout une famille. L’ordre des
éléments y a donc par conséquent une importance puisque changer I'ordre des élé-
ments d'une base revient a changer de base. Par exemple, si B = {by, by, b3, by} est
une base d"un K-espace vectoriel E alors B = {by, by, by, b3} et B’ = {by,b1,by, b3}

sont aussi des base de E.

1.3 Théorie de la dimension dans un espace vectoriel

de dimension finie

Soit (K, +]K,-1K,0]K,1]K) un corps commutatif, ot 0]K (resp.llK) désigne 1’élément

neutre par rapport a l.c.i + (resp.lci.- ).

Définition 1.3.1. On dit qu'un IK-espace vectoriel E est de dimension finie s'il admet une

famille finie génératrice.
Exemple 1.3.1. K" est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit e; = (i1, -+ ,6in)!

1 si i=j
oit ;j donné par 6;; = K J , et est appelé symbole de Kronecker. La famille
0 si i#]

K
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finie {eq,- - - ,en } engendre K".

1.3.1 Dimension d’un K-espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 1.3.2. On appelle dimension de E sur K le nombre de vecteurs d'une base de

E. Ce nombre est noté dimyE (ou dim E sil n’y a pas un risque de confusion).

La dimension d'un K-espace vectoriel de dimension finie est dépend du corps K

sur lequel on a défini I’espace vectoriel. Par convention dimk {0} = 0.
Exemples 1.3.1.
dimgR® = 3, dimgK" = n, dimeC =1 dimgC = 2

Remarque 1.3.1. Tout espace vectoriel E de dimension finie , non réduit au singleton {0}
admet une base finie. De plus, si E posseéde deux bases différentes alors, ils ont le méme

cardinal.

1.3.2 Propriétés et résultas
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nul n. On peut montrer les
proprétés et les résultats suivants :
1. Toute famille de vecteurs {x1, - -, x; } avec k > n est liée.
2. Toute famille libre de n vecteurs est une base (famille libre maximale).
3. Toute famille génératrice de n vecteurs est une base (génératrice minimale).
4. Toute famille de moins de n vecteurs ne peut étre génératrice.

5. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dim F < dim E; dim F = dim E

si et seulement si F = E.
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1.3.3 Théoréme de la base incompléte

Théoréme 1.3.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit au single-
ton {0}, G une famille génératrice de E et £ une famille libre contenue dans G. Alors, il
existe une base finie I3 de E dont I'ensemble des éléments contient £ et est contenu dans G.

Par abus d’écriture, on note £ C B C G.

Démonstration. Le théoreme précédent peut étre interprété comme suit : Toute fa-
mille libre d"un K-espace vectoriel de dimension finie peut étre complétée de ma-
niére a former une base.

Si £ engendre le K-espace vectoriel E, alors £ contient d’ores et déja une base de
E. On supposera donc que £ n’engendre pas E. Puisque 1'espace vectoriel E est
de dimension finie, la famille G = (g1, - - -, gn) est finie. Du moment que £ n’en-
gendre pas E (E = (G) # (£)), il y aaumoins un vecteur g; de G qui n’est pas une
combinaison linéaire de £. Donc, par construction, la famille el = {l, -, Iy, gil}
est libre.

Si la famille €' = {I,---,1,,g;, } engendre 'espace vectoriel E ({(€!) = E), la dé-
monstration est terminée. Sinon, le méme raisonnement que précédament nous
assure l'existence de g;, de G tel que la famille £2 = {Iy,--- 1, ;,,&i,} est libre.
Si cette famille, £2, n’engendre pas E, le procédé d’extraction des vecteurs de G se
poursuit. L'orsqu’il s’arréte, nous aurons complété £ en une famille libre engen-

drant E, c’est-a-dire en une base de E. O

Corollaire 1.3.1. Si E est de dimension m, on complete £ par m — p éléments de G pour

obtenir une base de E.



20 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

1.4 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 1.4.1. Soient Eq et E; deux sous-espaces vectoriels d'un méme IK-espace vec-

toriel E. La somme de Eq et Ey, noté E1 + Ey, est définie par
E1+E2:{x € E/dxy € Eyetdxy, € Ey; x = X1+XZ}

Il est clair que E; + E; est un sous-espace vectoriel de E contenant E; U E;. En fait,
la réunion des familles génératrices de E; et E; est une famille génératice pour

Eq + Es.

Exemples 1.4.1. 1. R?> = E; + Ey oit E; = {0} x Ret E; = R x {0}.

2. L'espace vectoriel, F (R, R), des fonctions a valeurs dans R est la somme de P (R, R)
et Z(R,R) oit P(R,R) est le sous-espace vectoriel des fonction pairs et Z(IR,R) est le
sous-espace vectoriel des fonction impairs.

Sommes directes des sous-espaces vectoriels

Définition 1.4.2. Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel E.
On dit que la somme Ey + E; est directe, si tout élément x de Eq + E; s’écrit de maniere

unique sous la forme x1 + xp, ott x1 € Ey et xp € Ey. C'est-a-dire
Vx €E1+Ey), dlxy € Ejetdlxy € Ey /x =x1+ X2
On la note E1 & Ey.

Proposition 1.4.1. Soient Eq et E; deux sous-espaces vectoriels d’un IK-espace vectoriel

E. On a I'équivalence suivantes

E:El@E2¢>(E:El-i-EzetElﬂEz:{OE})

Exemples 1.4.2. Dans les exemples cités dans I'exemple 1.4.1, les sommes sont directes.
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On peut généraliser la somme directe de deux sous-espaces a la somme directe de
n sous-espaces vectoriels. En fait, soient E;, Ej,---, E, n sous-espaces vectoriels
du K-espace vectoriel E. Pour que la somme E; + E; + - - - + E, soit directe, il faut
et il suffit que pour tout indice i, E; N;; E; = {0 }.

Définition 1.4.3. Soient E un K-espace vectoriel et E1, Ep deux sous-espaces de E. On

dit que Eq et Ep sont supplémentaire si E = Eq @ E,.

Exemples 1.4.3. 1. Les sous-espaces vectoriels cités dans I'exemple 1.4.1 sont supplémen-
taires.

2. Tous nombre complexe z du R-espace vectoriel C, s’écrit de maniere unique sous la forme
z=x-1+y-i, o0 x ety sont des nombres réels. Donc les sous-espaces engendrés par les
nombres complexes 1 et i sont supplémentaires dans C.

Proposition 1.4.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale i n.

1. Tout sous-espace vectoriel Eq de E admet au moins un sous-espace vectoriel supplé-

mentaire E,.
2. Si Eq est de dimension p, alors E; est de dimension n — p.

Démonstration. La démonstration est une application directe du théoreme 1.3.1 et

du corollaire 1.3.1. O
Proposition 1.4.3. Soient Eq et Ey deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un
K-espace vectoriel E de dimension quelconque. On a

1. dim(E1 @ Ey) = dimEy + dimE,.

2. dim(Ey + Ep) = dimEq + dimEy — dim(Eq N Ep).
Démonstration. Pour 1. Notons ny = dim E; et np = dim E,. Soient Bg, =

{b11,- - ,bin, } base de Ej et Bg, = {by1, - , by, } base de E,. Puisque E; et E

sont supplémentaires dans E; @ Ey,

Vx€eEELDE, d'x; €E] A'xr €Ey ; x=x1+X
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Les vecteurs x; et x; appartenant respectivement a E; eta E,

nm
ni . _
3 (a1, 01) €K™ xp =) by
i=1

12

3 (a1, doy) €K™ xp = agiby;
j=1

On obtient ainsi pour tout vecteur x € E; & E; l'existence et l'unicité d"un (n; +

np)-uplet (aq1, - -+, X1y, 021, -+, A2p,) € K" tel que

ni np
x =) aribit ) aoyby
i=1 j=1

On en déduit alors, d’apres la caractérisation d'une base, que la réunion des
deux familles B, et B, constitue une base de l’espace vectoriel E; @ Ej, et donc
dim(Ey ® Ep) = dimEq + dimE;.

Pour 2. Choisissons un supplémentaire E/2 de E; N E; dans E,. La somme de E; et
El2 est directe, car El2 NE; ={0}doncE; + E; = E1 & Elz.

Or dimE, = dimE, — dim(E; N E;) d’ou

dim(Ey + E;) = dimE; + dimE,
= dimEj 4+ dimE; — dim(E1 N Ep).

1.5 Exercices

Exercice 1: Sur E = R, on définit les deux lois suivantes : pour x,y € Eet A € R,

on pose

XQy=xy et A®@x=x"
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Montrer que (E, D, ®) est un R— espace vectoriel.
Exercice 2 : Soit (E, 4, *) un R—espace vectoriel. On munit le produit cartésien

E x E de I’addition usuelle

X X x4+ x'

y y y+y

et de la multiplication externe par les complexes définie par :

(a + ib) * x ) a.x—by

y a.y+b.x
Montrer que E X E est alors un C—espace vectoriel. Celui-ci est appelé complexifié
de E, on le note E¢.
Exercice 3 : Soit (E, +,.) un K—espace vectoriel. On note O 1’élément neutre de
(E, +) et Ok 1'élément neutre de (K, +). Pour tout x dans E, le symétrique de x est
noté —x.

On note que, pour tout x € E,2x = x + x.
1. Montrer que, pour tout x € E,Og.x = Of.
2. Montrer que, pour tout x € E, (—1g).x = —x.

Exercice 4 : Soit E = R[X] (I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans R
a une seule indéterminée) et F = {P € E,P = XP' 4+ a,a € R}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 5 : Soit F(R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On désigne
par P(R) I'ensemble des fonctions paires et par I(R) I'ensemble des fonctions im-

paires.
1. Montrer que P(R) et I(R) sont des sous espaces vectoriel de F(R).

2. Démontrez que F(R) = P(R) ® I(R).
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3. Quelle est la décomposition de la fonction exponentielle ?

Exercice 6 : Dans chacun des cas suivants, montrer que les sous-ensembles F, G et

H sont des s.e.v de R3, en donnant une base et en déduire la dimension :

X x
F= y EIE{3/x+z=y—z:0 ,G = y ERS/x—y—Zz:O ,
x
H= y |€R¥Y/x—y+z=0x—-2y=0

Exercice 7 : Dans I'espace vectoriel R on considére les s-e.v. suivants :

X X
F= ER¥/x+y+z=0 »,G= y ER¥/x=y=2z ,,
z z
X

1. Trouver une base de chacun de ces s-e.v et donner sa dimension.
2. A-t-onR?® = F® G? A-t-on R? = F ® H? Que peut-on déduire ?

Exercice 8 : Dans I'espace vectoriel R?> muni de sa base canonique B = {ey, e, e3},

les s.e.v suivants :

X 0
F = x |/xeR },G = y | /v,zeR }, Préciser leurs bases et leurs di-
X z

mensions. Sont-ils en supplémentaires ?
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Exercice 9 : Soit E = {P € R,[X]/P(1) = 0}. Ou P est la fonction polynomiale

associée a P
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R,[X].
2. Donner une base de E, en déduire sa dimension.

Exercice 10 : Soit E un IK—espace vectoriel de dimension 4 et B = {e1,e2,€3,e4} une
base de E.

Soient u; = e1 +ep; —e3 + ey et up = e; + 2ep + ez + ey.

On note F = Vect({uq,uz}) et G = Vect({e1,e2}).

1. Montrer que la partie {11, us } est libre. Que peut-on déduire.
2. Donner un systéme d’équation de F relativement a la base B.
3. Préciser une base de G. Calculer F N G, en déduire que E = F & G.

Exercice 11 : Dans 'espace vectoriel R® muni de sa base canonique B = {ey, e, e3}

on consideére les vecteurs

1. Vérifier que B’ = {v1,v2,v3} est une base de R>.
2. Calculer les coordonnées de eq, €5 et e3 dans cette nouvelle base.

Exercice 12 :

0 1 1
1. Montrer que la famille B=¢ v;=| 1 |, 0, = 0 |,u3 = 1 est
1 1 0
1
une base de R3. Trouver les coordonnées du vecteur v = 1 | dans cette

nouvelle base.
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26
1 -1 1
2. Montrer que la famille B =< v1=| 1 |,00 = 1 |,u3 = 0
1 0 —1
est une base de R3.
1
Trouver les coordonnées des vecteurs eq, ey, e3 et v = 2 dans cette base.

-3

Exercice 13 : Soit Py = 3(X —1)(X —2),P; = —X(X —2),P, = $X(X — 1) trois

polynomes de R;[X].
1. Montrer que { Py, P1, P>} est une base de R, [X].

2. Soit P = aX? + bX + ¢ € Ry[X]. Exprimer P dans la base {Py, P;, P, }.

3. Soit Q = aPy + BP; + vP» € Ry[X]. Exprimer Q dans la base {1, X, X?}.

Exercices supplémentaires
Exercice 14 :
1. Sur E = R?, on définit les deux lois suivantes : pour tous * ) , x: €
R? et A € IR, on pose

! x+x' X AXx
+ = et Ax =

y y y+y y 0

Le triplet (E, +, *) est-il un espace vectoriel sur R ?

2.S5ur E = R} xR, on définit les deux lois suivantes : pour tous
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X X
p / € EetA € R, on pose
y y
x x xx' X x
+ = et Ax >~
y y y+y y Ay

Le triplet (E, +, %) est-il un espace vectoriel sur R ?

Exercice 15 : Soient F et G des sous espaces vectoriels de E.
Montrerque: F+G=FNG & F=G.

Exercice 16 : Dans chacun des cas suivants, montrer que le sous-ensemble F n’est

pas un s.e.v de R3.

X X
F = eER/x+z=1 , K= y | €R¥/x>0
4 z
X X
F= ERY/x>—22=0 ;,F = y | eR¥/z(x*+y%) =0

Exercice 17 : Soit E = R3[X] ('espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur

ou égale a 3 de coefficient dans R a indéterminée X ) et F = {P € E,P(0) =
1

0 et [DP(t)dt =0}
0

-Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et en donnant une famille géné-
ratrice.
Exercice 18 : Soit E = {P € R3[X]/P(—1) = P(1) = 0}. Montrer que E est un

sous-espace vectoriel de R3[X]. Donner une base de E, en déduire sa dimension.
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1.6 Solutions

Exercice 1:Soit E = R’ ,etpour x,y € EetA € R,ona
XPy=xy et A®x=x"

Montrons que (E, @, ®) est un R— espace vectoriel.

1. Vérifions que @ est une L.C.I et ® une L.C.E.
Vx,y € R%,doncx.y € RY,alorsx ®y € R%
donc @ est une L.C.Isur E.

Vx € R* etVA € Ronax" > 0alors A @ x € R
donc ® est une L.C.E sur E.

2. Montrons que (E, @) est un groupe commutatif.

(@) @ est commutativessi:Vx,y € E,x®y =y x.
XBY=xy=yx=yodx

Donc & est commutative.

(b) @ estassociative si et seulementsiVx,y,z € E,x® (ydz) = (xBy) Bz

x@(ydz) = x&(yz)
= xyz=(xdy)z
~ oy oz

D’ou ¢ est associative.

(c) e € E estneutre pour laloi @ sietseulementsiVx € E: x®e=e®x =
x,doncx@e=xe=x=e=1
puisque @ est commutative alors e © x = x, donc e = 1 est I'élément

neutre pour .
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(d) Element symétrique : soit e I'élément neutre pour @, un élément x € E
admet un symétrique (inverse), s'il existe x’ € E(ou x~1), tel que x ®
X=x'ex=e

1
x@x’zléx.x’zléx’:;

Donc % € E estle symétrique de x a droite et comme & est commutative
alors % est le symétrique de x, c-a-d toute élément x de E est symétrisable

dans E.
Donc (R¥, @) est un groupe commutatif.

3. Vx,ye E,Va € Rona

2®(x®y) = a® (xy)
= (wp)t = xt
- @@xeloy).
4. Vx € E,Va,p € Rona

(a+B)®x = x*P=x*xP
= (2@x)®(pex).

5. Vx e E,Va,f € Rona

a@(BRx) = a®xP=(xP)"
= xP* = (Ba) ®x.

6. Vx € E,ona, 1@x=xl =«
Donc ( 1, @, ®) est un R —espace vectoriel.
Exercice 2 : Soit (E, +, *) un R—espace vectoriel. E x E est le produit cartésien, on
a
X x! x +

y y y+y
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et

(a+ib)*<x) _ (a.xb.y)
y ay+b.x

Montrons que (E x E, +, %) est un C—espace vectoriel.
1. Montrons que (E x E,+) est un groupe commutatif.
(a) + est commutative si et seulement si : V(x,y), (x’,y') € EXE, (x,y) +

(y") = y) + (xy)

) )0
()56 00)

Donc + est commutative.

(b) + est associative si et seulement si :
V(x,y), (x,y), (x"y") € EXE(xy) +[(xy)+ &"y)] = [(xy) +
&y + (", y”)

D’otu + est associative.
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(c) (a,b) un élément neutre pour + si et seulement si V(x,y) € E X

E,(x,y)+ (a,b) = (a,b) + (x,y) = (x,y), ces égalités équivalent a :

X+a X a+x xXt+a=x=a+x a =0
= = = =
y+b y b+y y+tb=y=>b+y b = 0
(0,0) est I’élément neutre pour la loi +

(d) Element symétrique : soit («,B) l'élément neutre pour +, un élé-
ment (x,y) € E x E admet un symétrique (inverse), s’il existe
(x",y") € Ex E, tel que (x,y) + (x",y") = (&, 5")+ (x,y) = (w,B),

ces égalités équivalent a :
x+x” 0 x” +x x+x"=0=x"+x
= = =
y+y// O yll+y y+y/I:0:y//+y
x’ = —x
=
y© = -y
Donc 'élément symétrique de (x, y) est (—x, —y).

D’ou (E X E, +) est un groupe commutatif.

2. Soient (x,y), (x",y') € ExXE,eta =a+ib € Cona
(0 ib) » x+x [ alx+x) =bly+y)
y+y a(y +y) +b(x +x)
[ ax+ax’ —by — by
ay + ay’ + bx + bx’
ax —b ax" — by
ay + bx ay’ + bx’
, x , x’
= (a+1ib) x + (a+ib) * /
y y
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3. Soient (x,y) € ExE,eta =a+ib,=4a"+ib’ € Cona

X X
(a4 B) * = ((a+a") +i(b +01)) +
y y
[ (at+d)x—(+b)y
(a+a)y+ (b+V)x
_ ax+a'x —by—"b'y
ay+a'y+bx+bx
_ ax — by N a'x — by
ay + bx a'y + b'x
X x
= (a+1ib) % + (a + i) x
y y
4. Soient (x,y) € ExE,eta =a+ibeC,p=a+ib' €C
v — b
a* (B * g ) = (a+ib) Emy
y ay+b'x

[ aldx—Vy)—bla'y +V'x)
a(a'y+b'x) +b(a'x —b'y)

[ aa'x —ab'y —ba'y — bb'x
aa'y + ab’x + ba'x — bb'y

[ (aa" —bb')x — (ab' +ba')y
(aa’ — bb")y + (ab’ 4 ba")x



1.6 Solutions 33

— ((ad’ — DY) + i(ab + ba')) ( * )
y

, X x — Oy x
5. V(x,y) € Ex E,ona, (1+0i) % = = :
y y+0x y

Donc (E x E, +, %) est un C—espace vectoriel.

Exercice 3 :
1. Ona:
Og.x = (0g2).x
= Ok.(2x) car (E,+,.) un IK—espace vectoriel
= Ok.(x+x) d’apresla question 1
= Og.x+0k.x
en ajoutant —(0k.x) des deux cotés on obtient I'égalité O = O.x.
2. D’apres la question 2, 0 = Og.x = (1+(-1)).x = (1.x) + ((—-1).x) =
x 4+ ((=1).x),(car (E, +,.) un K—espace vectoriel). On en déduit que (—1).x
est le symétrique de x, c’est a dire —x.
Exercice 4: Soit E = R[X]et F={P € E,P = XP' +a,a € R}.
Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E.
1. Soit Og[x; € R[X] tel que Og[x] = XOgx) + 0 pour a = 0, alors Ogx) € F,
donc F # @.
2. Soit P=XP' +4a,Q=XQ +be€F,etsoitA,ucR.
Par hypotheése on a d'une part P = XP' 4 a pour a € R, alors

AP =A(XP' +a)=X(AP) 4+, a=AacR (1.3)
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et d’autre part Q = XQ' + b pour b € R, d’ou

HQ=u(XQ' +b) =X(uQ)'+p, p=pacR (1.4)
(1.3)+(1.4) donne :
AP +uQ = X(AP) + a4+ X(uQ)' + B=X(AP+uQ) +v, v=a+BER
ainsi AP + uQ € F, donc F est un sous espace vectoriel de E.

Exercice 5:
LIR)={feFR)/VxeR; f(—x)=—f(x)}
(I(R) estuns.e.vde F(R))= (I(R) # O, Vo, p € R, Vf, g € I(R),af + Bg €
[(R))
- 0 (fonction nulle) appartient a I(RR) qui n’est donc pas vide

-Soitx € R

(af +B8)(—=x) = (af)(—x)+ (Bg)(—x)
= af(=x) + pg(—x)
= —af(x) - pg(x)
= —(af +Bg)(x)

d’ott I(R) est un sous espace vectoriel de F(R).

P(R) = {f € F(R)/Vx e R; f(—x) = f(x)}

(P(R) estuns.evde F(R))< (P(R) # @, Vo, € R,Vf,g € P(R),af +Bg €
P(R))

- 0 (fonction nulle) appartient a P(R) qui n’est donc pas vide

-Soitx € R

(af +B8)(—x) = (af)(—x)+ (Bg)(—x)
= af(=x) + pg(—x)
= af(x) + pg(x)
= (af +Bg)(x)
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d’ott P(R) est un sous espace vectoriel de F(R).
2. F(R) = I(R) @ P(R)?
Soit f € F(R);Vx € R, f(x) = L&/ (=0) 4 S f=0)

posons p(x) = w, p fonction paire, i(x) = w, i fonction

“x) = f(¥) }
—x) = —f(x)
= {fe FR)/Vx €R, f(x) =0}

= {0rm)}

D'ott F(R) = I(R) ® P(R).

impaire.

PR)NI(R) = {fef(]R)/VxelR,{

- =

3. La décomposition de la fonction exponentielle

Soitx € R:

X —X X __ ,—X
e = ¢ +26 4 2e = cosh(x) + sinh(x)

Exercice 6 : Soient les ensembles suivants :

x X
F = y 6R3/x+z:y—z=O ,G = y E]R3/x—y—ZZ:O
X
H= y ER3/x—y+z=0x-2y=0

1. Montrons que F, G et H sont des s.e.v de R3
-Commencgons par G
(a) G # @, car il contient au moins 0, soit Oz € R3et0—0—2(0) = 0, alors
Ops € G, (ie. G # Q).
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X X
(b) Soit X = Y ,X/ = y’ € G.

Z/

Par hypothéseona x —y —2z =0, x’ — y’ — 22/ = 0, et on veut montrer
x+x'
que X+ X' = | y+y | €G, donc

z+z

(x+x)=(y+y)-2z+2)=x-y—2z+x"—y' —2/ =0

=0 -0

Alors X + X' € G, donc G est stable pour la loi interne (+).

X Ax

c) Soit X = eGetA € R, onveut monter que AX = | A €G
y q y

z Az

AX—Ay+ 2Az=A(x—y—2z) =A0=0
=0

donc AX € G, alors G est stable pour la loi externe ().

par conséquent : G est un sous espace vectoriel de R>.

- Montrons que F est un s.e.v.
(@) F # @, car il contient au moins 0, soit Ops € R3et0+0=0—-0 =0,
alors Ops € F, (ie. F # ©).

X x!

(b) SoitX=| y |, X' =| y | €F, etsoit A, u deux réels quelconque .

Z/

Par hypothese on a d"une part x +z = y — z, alors

AMx+z)=AMy—2z)=0 (1.5)
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et d’autre part ¥’ +2z' =/ — 2/, d’out
pE +2) =puly' =2 =0 (L.6)
(1.5)+(1.6) donne :
Ax+ux' +Az4+uz = Ay +uy —(Az+uz') =0

Ax + px'
Ainsi AX + yX/ = )\y + yy’ e F.
Az + uz'
Par conséquent : F est un sous espace vectoriel de R>.
- Montrons que H est un s.e.v.
(@) H # @, car il contient au moins 0, soit Ogs € R3et0—-04+0 =0, et
0—2(0) = 0alors Ogs € H, (ie. H # Q).

X X
(b) Soitx=| y |, X'=| ¢ | €H.
Z/
Par hypothése on a

¥—y+z=0x-2y=0etx' —y +2 =0x -2/ =0,

x+x

on veut montrer que X+ X' = | y+4y | €H,

z+ 7

(x+x)=@+y)+(z+2)=x—y+z+x' -y +2/ =0
=0

=0
(x+x)=2(y+y)=x-2y+x' -2y =0
=0 =0

Donc X + X' € H, alors H est stable pour la loi interne (+).
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X Ax
(c) Soit X=| y [ € HetAeR,onveutmonterque AX=| Ay | €H,
Az

AX—Ay+Az=A(x—y+z)=A0=0
=0

Ax =2 y = A(x—2y) =A.0=0
——
=0

Donc AX € H, alors H est stable pour la loi externe ().

D’ot1 H est un sous espace vectoriel de R?

. Basede G,F et H

-Commencons par Base de G

- Famille génératrice de G

x x
G= y ER¥/x—y—-2z2=0 ;= y ER¥/x=y+2z o,
y+2z 1 2
= y /yzeR ;=< y| 1 + z| 0 |/yz€R 4,
z 0 1
1 2
G = vect Lo ,
0 1

u 0

-Montrons que cette famille est libre
Soient A1, Ay € R, alors
1 2 0

MU+ A0 =0 = A1 | 1 +Ax| 0 = 0
0 1 0
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MA24 = 0
o —es {

Ao = 0
Alors {u, v} est une famille libre et B = {u, v} base de G, dimG = card(Bg) = 2.
-Base de F

- Famille génératrice de F

X X
F= y 6]R3/x+z:0,y—z:0 = y G]R?’/y:z,x:—z ,
—z -1
= z /ze€R =< z 1 /z€R 3,
z 1
-1
F = vect 1 ’
1
-1
Cette famille est libre et By = 1 base de F, dimF = cardBr = 1.
1
-Base de H

- Famille génératrice de H

x x
H = y ER¥/x—y+z=0x—-2y=0 5 = y ER¥/x=2yz2=—y o,
2y 2
= y |/yeR ;=49 y| 1 /yeR 3,
2
H = vect 1 ,
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Puisque H est engendré par un seul vecteur alors la famille est libre et By =

2
1 base de H, dimH = cardBy = 1.
-1

Exercice 7 : Soit les s-e.v. suivants :

X X
F = y EIR3/X+]/+Z:0 ,G = Yy E]R3/x:y:z ,

1. basede F,Get H
- Famille génératrice de F

X X
F= y | eR/x+y+2=0 ;= y | eR¥/x=—-y—z ),
z
-y—z -1 -1
= y /yzeR =< y| 1 + z| 0 /y,z€R 5,
0 1
-1 -1
F = vect ’ 0
0 1
—_— ——
uq up

-Montrons que cette famille est libre
Soient A1, A, € R, alors
-1 -1 0
Mup+Aqup =0z = A1 | 1 [+A2] 0 |=|0
0 1 0
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A=A = 0

A =0
Ao =0

Alors {u1,up} est une famille libre et By = {uy,u,} base de F, dimF = 2.

-Base de G

- Famille génératrice de G

x x
G= y ER¥/x=y=2z ;= x | /xeRr
z x
1 1
=q¢ x| 1 |/xeR } =wvect 1 ’
1 1

Puisque cette famille contient un seul vecteur alors elle est libre et

1

Bg = 1 base de G, dimG = cardBg = 1.
1

-Base de H

- Famille génératrice de H

X 0
H= y | eR¥/x=y=0 )= 0 |/z€eR
z
0 0
=< z| 0 |/zeR } = vect 0
1 1
0

Donc cette famille est libre et By = 0 base de H, dimH = cardBy = 1.
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2. On a dimR3® = dimF + dimG, pour montrer que R® = F & G il suffit de
montrer que FN G = {03}

X
FAG — y €R3, x+y+z = 0
xX=y = z
Z
X 0
3 3x =0
X = = z
z Y 0

D’ott R? = F & G. On en déduit que F et G sont deux sous espaces vectoriels
supplémentaires

-On a dimR3 = dimF + dimH, et

X
; ) x+ty+z =0
FNH = y € R,
xX=y =0

N

I
o o o

Donc R3 = F @ H. D’out F et H sont 2 sous espaces vectoriels supplémen-

taires.

Exercice 8 : Soient F et G deux sous espaces vectoriels de R>

F= x |/xeR },G= y |/v,zeR ;,

-Base de F
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X 1 1
F= x |/x€R p=¢ x| 1 |/x€R p =vect 1
x 1 1
1
Puisque cette famille contient un seul vecteur alors elle est libre et By = 1
1
base de F, dimF = cardBr = 1.
- Base de G
0 0 0 0 0
G = y |/v,ze€R =9yl 1 [+z]| 0 |/yz€R » = vect Lo
o) 1 AT
o 0
-Montrons que cette famille est libre
Soient A1, Ay € R, alors
0 0 0
Mo +A0 =0 =A1| 1 |+A| 0 [=] 0 |=AM=A2=0
0 1 0

Alors {v1,v;,} est une famille libre et Bg = {vq, v, } base de G, dimG = 2.
-Calculons FNH

X X
Soit F = x |/xeR = y | €ER¥/x=y=2z jet
X
0 X
G= y /y,z€ R = y R3/x=0
z
Alors
X 0
X = = z
FNG = y eyt Y 1o
X =0
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Et puisque on a dimR® = dimF + dimG, alors F et G sont deux sous espaces vec-
toriels supplémentaires.

Exercice 9 : Soit E = {P € Ry[X]/P(1) = 0}.
1. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de R;[X].
(@) E # @, car il contient au moins 0, soit Og,[x) € Ra[X] et Og,[x](1) = Or,
alors Og,[x) € E, (ie. E # ©).

(b) Soit P,Q € E,etsoit A, u € R.
Par hypothese on a d"une part P(1) = 0, alors

(AP)(1) = AP(1) =0 (1.7)

(1Q)(1) =puQ(1) =0 (1.8)

(1.7)+(1.8) donne :

(AP+#Q)(1) = (AP)(1) + (nQ)(1) = A P(1) 1 Q(1) = 0
=0 =0

Ainsi AP+ uQ € E, donc E est un sous espace vectoriel de Ry [X].

2. Base de E et sa dimension
Soit P € Ry[X],donc P = a+bX +cX?, a,b,ccR
- Famille génératrice de E
E={P € Ry[X]/P(1) =0}
={P e Ry[X]/a+b+c=0}
={P e Ry[X]|/a=—-b—c}
={-b—c+bX+cX?bccR}
={-b(1-X) —c(1—X?),b,c € R}
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E = vect{(1 - X), (1 - x?)}
—— N——
Py P2
-Montrons que cette famille est libre

Soient A1, Ay € R, alors

MPL+ APy = O,y = A(1—X) +A2(1 = X32) = Op,[x
= A1 —MX+ A — 1, X2 = 0g,[x]
= A+ A= A X — X = O, [x]
M =0
Ay = 0

=

Alors {Py, P,} est une famille libre et B = {Py, P} base de E, dimE = 2
Exercice 10 :

1. Montrons que la partie {u1, 12} est libre

Soient A1, Ay € R, alors

AUy + Ay = 0 = /\1(61 +e—e3+ 64) + )\2(61 + 2ey +e3 + 64) =0
= ()\1 + )\2)61 + ()\1 + 2)\2)62 + ()\2 - )\1)63 + ()\1 + )\2)64 =0

Puisque on a {ey, e, €3, ¢4} base de E, alors

p

MA+A =
M 420 =
A=Ay =
| Mt =

o O O O

Donc {uq, up} est libre.

On a {uy, up} famille génératrice de F, alors {u1, 1} est une base de F.

2. Systéme d’équations de F relativement a la base B

Soitu € E, tel que u = (x3, xp, x3,x4) dans labase B, si u € F alors u = auq + fuy
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a(er +ex —e3+eq) + Bler +2ep + e3 +eq) = x1€1 + Xoep + X363 + X464
(a+Bler + (a +2B)ex + (a — B)es + (a + B)ea = x1e1 + X2€2 + X3€3 + Xae4

(

a+p = x
B = xn—x
x+2 = x
= = 2‘3 = X1+ X3
—x+p = x3
X4 — X1 = 0
\ a+p = x4
X1+x3 = 2xp—2xq 3x1 —2xp+x3 = 0
=
X4 — X1 = 0 X4 — X1 =0

3. -Basede G
On a la famille génératrice de G = {ey, €5}, cette famille est une sous famille
de labase {ey, 3, €3, 4} donc elle est libre , alors la base de G est Bg = {eq,e2}
etdimG = 2.
-Calculons FN G
-Systeme d’équation de G

Soit u € E, tqu = (x1,x2,x3,x4) dans la base B, si u € G alors u = wej + Bez

ae; + Bex = x1€1 + xpep + x3e3 + X464
(
x = X1
‘B = X7 X3 = 0
= =
x3 = 0 xg = 0
| X4 = 0
Donc
X1 0
3x1 —2xp+x3 = 0
X2 4 0
FNG = € R, X4 — X1 = 0 =
X3 0
X3 = X4 = 0
X4 0
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Et comme dimE = dimF + dimG, alors E = F & G.

Exercice 11 : Dans l'espace vectoriel R3 muni de sa base canonique B = {ey, ey, €3}

on consideére les vecteurs

1. Vérifions que B’ = {v1,v2,v3} est une base de R>.
On a cardB’ = dimR3 = 3, donc pour montrer que B’ est une base il suffit de
montrer que B’ est libre ou génératrice.

Soient A1, Ay, A3 € R, alors

0 1 4
Av1 + Avp + A3v3 = Oz = Aq 1 +A| =2 | +A3| =3 | =O0ps
—1 2 1
Ay+4ds = 0 A = 0
=% M —20-30 = 0 =< Ay = 0
—M+20+A3 = 0 Az = 0

d’oti {1, v, v3} est une famille libre, alors B’ = {v1, v, v3} base de R3.

2. Les coordonnées de eq, e; et e3 dans cette nouvelle base.

e1 = avy + P +yv3 = e1 =« 1 +B| -2 | +v]| -3
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B+ 4y =1 x = 2
= a—=2-3y = 0 =498 =1
—a+2+y = 0 vy = 0
Donc les coordonnées de e; dans la base B’ sont (2,1,0).
0 1 4
ey =av1+ P+ Y3 = e =« 1 +B| -2 |+v]| -3
-1 2 1
B+4y = 0 0 = 7/2
=9y «a—26-3y =1=44p = 2
—a+28+9 = 0 ¥y = —1/2
Donc les coordonnées de e, dans la base B’ sont (7/2,2,—1/2).
0 1 4
e3 = av1 + fuy + Y3 = €3 = « 1 +B| -2 | +v]| -3
-1 2 1
B+4y =0 « = 5/2
= x—28—-3y = 0 =4 B = 2
—a+28+y =1 ¥y = —1/2
Donc les coordonnées de e, dans la base B’ sont (5/2,2,—1/2).
Exercice 12:
0 1 1
1. Montrons que la familleB=¢ v;,=| 1 |, ;o= 0 |, 3= 1 est une
1 1 0

base de R3.

On a cardB = dimR3® = 3, alors pour montrer que B est une base de R3 il
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suffit de montrer que la famille {v1, v, v3} est libre ou génératrice.

Soient A, Ay, A3 € R, alors

0 1 1
MO+ A0 +A303 =0ps = A1 | 1 | +A2 0 | +A3] 1 | =0Rs
1 1 0
A+Az3 = 0 A =0
={ AMtA; = 0=¢ A =0
M4Ay = 0 Ay = 0

d’oti {v1,vp,v3} est une famille libre, alors B = {v1, v2,v3} base de R3.

1
-Les coordonnées du vecteur v = | 1 | dans cette nouvelle base.
1

Les coordonnées du vecteur v dans la base B s’écrit (&, B, v) tel que a, B, 7y vérifiant :

0 1 1

v=av1+pPrp+yvs=>ov=a| 1 [+B| 0O |+7]| 1
1 1 0

B+y = 1 x = 1/2

= x+vy =1 = B = 1/2

a+p =1 ¥y = 1/2

Donc les coordonnées de v dans la base B sont (1/2,1/2,1/2).

1 -1 1
2. Montrons que la famille B = ¢ vy =| 1 |,0= 1 |,03= 0 est une
1 0 -1

base de R3.
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On a cardB = dimR> = 3, donc pour montrer que B est une base il suffit de mon-
trer que B est libre ou génératrice.

Soient A, Ay, A3 € R, alors

1 -1 1
Av1 4+ Arvp + Aguz = O]R3 = A 1 + As 1 + A3 0 = O]R3
1 0 —1
M—A+A3 = 0 AM =0
= A+ Ay = 0 = Ay = 0
M—A; =0 A3 = 0

D’ott {v1,v2,v3} est une famille libre, alors B = {vy,v,, v3} base de R>.

3. Les coordonnées de e1, €3, €3 et v dans cette nouvelle base.

1 —1 1

eg=av1+ Py +yv3=>eg=a| 1 |+ 1 + 7y 0
1 0 —1

x—B+y =1 a = 2

= x+ B = 0 = g =1

x—y =0 vy = 0

Donc les coordonnées de e; dans la base B sont (1/3,—1/3,1/3).

1 —1 1
ep=av1+pfryt+yrz=e=a| 1 |+ 1 + 0
1 0 -1
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xa—B+y =0 x = 1/3
= x+p =1= B = 2/3
a—y =0 v = 1/3

Donc les coordonnées de e, dans la base B sont (1/3,2/3,1/3).

1 —1 1
e3=avit+ P +yvz=es=a| 1 |+B| 1 |+7]| 0
1 0 -1

x—pB+y =0 a = 1/3

= a+f = 0=49 B = —-1/3

v=gq =1 v = —-2/3

donc les coordonnées de e3 dans la base B sont (1/3,—1/3,—-2/3).

1 —1 1

v=av1+Pryt+yvzs=v=a| 1 | +p 1 + 0
1 0 ~1

a—B+y = 1 x = 0

= atp = 2 =9 p =2

x—y = =3 vy = 3

Donc les coordonnées de v dans la base B sont (0, 2, 3).
Exercice 13 : Soit Py = 3(X —1)(X —2),P; = —X(X —2),P, = 3X(X — 1) trois
polynémes de R;[X].
1. Montrons que {Py, P;, P>} est une base de Ry[X].
On a dimRy[X]| = card{Py, P,,P3} = 3 alors il suffit de montrer que cette
famile est libre pour qu’elle soit une base.

Soient A1, Ay, A3 € R, alors
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MPy+ AoPL+ A3Py = Op,x) = M(3(X —1)(X —2)) + A(—=X(X —2)) +
A3(3X(X —1)) = O,x

= (%/\1 — Ay + %)\3)X2 + (—%/\1 +2A — %)\3)X+)\1 = O]Rz[X]

M —A+3A3 =0 A =0
= —3M+20h—3A3 = 0 = ¢ A =0
M =0 A3 =0

Alors B est une base de R, [X]

2. Soit P = aX?+bX + ¢ € Ry[X].
Exprimons P dans la base { Py, P1, P, }.
P=aX?>+bX+c=aPy+pP+9P = a(3(X —1)(X—2)) + B(—X(X —2)) +
YAX(X-1)) =aX?>+bX +c

= (Ja=B+3i1)X2+(-3a+28—17)X+a=aX?+bX+c

%oc—/%+%’y = a x = c
=49 —3a+28—3y = b = B = a+b+c
o = c vy = 4a+2b+c

D'ouP=cPy+ (a+b+c)Py+ (4a+2b+c)P;

3. Soit Q = aPy + BP1 +vP> € Rz[X]
Exprimons Q dans la base {1, X, X?}.

Q=aPy+pPi+7Py = a(3(X-1)(X-2))+B(-X(X-2)) +7(3X(X -1))

B+ MXP+ (—3a+2B—37)X +a



Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Applications linéaires

Soient (E, +p- ), (F, +. .F) deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K.

E

Définition 2.1.1. On appelle application linéaire de E vers F toute application f : E —

F vérifiant :
L. Vx,y€Ef(x+,y)=f(x)+, f(y);
2 VaeKVx€eE fa-, x)=a-_ f(x)

On note L(E, F), l'ensemble des applications linéaires de E vers F.

Remarque 2.1.1. De la définition précédente, f est une application linéaire si est seule-

ment si :

Vo pEKYxyEEf(a- x+, py)=a- f()+, b fW).

Définition 2.1.2. Soient E,F deux IK—espaces vectoriels.
1. On dit que f est un homomorphisme de K-espaces vectoriels de E dans F.

2. Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme.
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3. Une application linéaire de E dans lui-méme est appelée endomorphisme.
4. Un isomorphisme de E dans E est appelé automorphisme.
5. Une application linéaire de E dans K est appelée forme linéaire.
Remarque 2.1.2. 1. La premiére relation de la définition traduit le fait que f est un mor-

phisme de groupe additif de (E, +) dans (F, +). En particulier, on a f(0,) = 0..
2. Pour tout vecteur x € E,ona f(—x) = —f(x).

2.1.1 Structure d’espace vectoriel sur L(E, F)

Soient E et F deux KK-espaces vectoriels. L'ensemble Lk (E, F), ou tout simplement
L(E,F), possede une structure de K-espace vectoriel, puisque pour tous f, § €

L(E,F) et pour tous &, € K; %(é,F)fLTE,F) é(éf)g € L(E, F) tel que pour tout x € E
(F ., 8)) = F(2) ¥, 5()
(. ) =, f(x).

Remarque 2.1.3. Il est aisé de vérifier que la composition de deux applications linéaires

est linéaire.

Exemple 2.1.1. L'application y qui a un couple (x,y) de R? associé le nombre x + iy de
C est un morphisme du R-espace R? dans R-espace C. De plus 1 est bijective donc est un

isomorphisme d’espaces vectoriels.

2.1.2 Structure d’anneaux de End(E) = L(E,E)

Etant donné un endomorphisme f de E, on convient de noter, pour tout entier k
non nul,

ffEfoforof

k—fois
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et fO = IdE

Définition 2.1.3. Soit E un K-espace vectoriel. Un endomorphisme f de E est dite nil-
potent si

JkeN*; fF =0,
c'est-a-dire s'il existe k € IN* tel que f*(x) = O pour tout x € E.

Bien évidemment, si f¥ = 0 alors en composant par f on en déduit f&+! = 0, et
plus généralement,

VK >k, f¥ =o0.

Ainsi, I'entier k n’est pas le plus grand indice pour lequel f* = 0. Il n’est d’ailleurs

pas nécessairement le plus petit.

Définition 2.1.4. Soit f un endomorphisme de E. On définit I'indice de nilpotance, p, de

f comme étant le plus petit entier naturel non nul tel que fP = 0, c’est-a-dire
fe i x ) gk _
p =min{k € N*/ f* =0}

Remarque 2.1.4. Sil’espace E est de dimension finie alors on peut montrer que l'indice de
nilpotence d'un endomorphisme de E est nécessairement inférieur ou égal a la dimension

de I'espace E.

Proposition 2.1.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomor-
phisme de E. Pour que f posséde la propriété de nilpotence, il suffit qu’il existe un entier k

(nécessairement compris entre 1 et n) tel que
filer) = ffle2) = -+ = f¥len) = Op
ot {e1, ey, -+ ,en} = B est une base de E.

Démonstration. Sila propriété de nilpotence est vraie pour les éléments de la base

B, c’est-a-dire il existe un entier k < n; f¥(e;) = f¥(ex) = --- = f¥(ey) = O, elle
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est nécessairement vraie pour n’importe quel vecteur x de E puisque, en notant

X1, 0, - , &, les coordonnées du vecteur x dans la base B,

fk(x) = fk(‘xlel + ey + - - - ‘f‘lxnen)

= “1fk(el)+“2fk(e2) +"'+“nfk(en) = Of.
0 0 0
=0 =0g =0

Définition 2.1.5. Un endomorphisme p de E est un projecteur de E si po p = p.
Définition 2.1.6. Un endomorphisme s de E est une symétrie ' de E sisos = idg.

Remarque 2.1.5. Si p est un projecteur de E alors 2p — idg est une symétrie de E. En
effet,
(2p —idg)* = (2p —idg)o (2p —id)
= 2po2p—2poidg —idgo2p+idgoidg
= 4(pop)—2p—2p+idg
= 4p—4p+idg

— idp

ot on a utilisé p o p = p. Réciproquement, si s est une symétrie de E alors %(s +idg) est

un projecteur de E.

2.1.3 Image et Noyau

Soient f une application de E dans F et A un sous-ensemble de E. On rappelle que

I'image par f de A, que I'on note f(A), est le sous-ensemble de F défini par :

FA)ZL{f(x)eF/x e A}

1. Une symétrie s de E définit ainsi une bijection de E, c’est donc un automorphisme de E tel

ques ! =s.
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Sil’ensemble A ne possede aucune structure algébrique particuliere et si f est une
application quelconque alors, a priori, I’ensemble f(A) ne posséde lui non plus
aucune structure algébrique remarquable. En revanche, la situation est différente
si A posséde une structure de sous-espace vectoriel et si f est linéaire; alors f(A)

est un sous-espace vectoriel.

Proposition 2.1.2. Soient f € L(E,F), si A un sous espace vectoriel de E et B un sous
espace vectoriel de F alors, f(A) est un sous espace vectoriel de F, et f~'(B) est un sous

espace vectoriel de E.

Définition 2.1.7. On appelle I'image de f est le sous-ensemble f(E) de F défini par :

FEYE{f(x)/ x € E}.

L'orsque f est linéaire, nous particularison la notion comme suit Imf = f(E) qui est
un sous-espace vectoriel de F. Soient E, F deux IK-espaces vectoriels et f une application
linéaire de E dans F. L'ensemble des vecteurs de E qui ont pour image O, par f est appelé

noyau de f et se note ker f, en d’autres termes :

Kerfdg'f_l{op} ={x€E/f(x)=0_}

Remarque 2.1.6. La propriété de la linéarité de I'application f nous assure que I’ensemble
Kerf n'est jamais vide, en effet 0 € Kerf, et on déduit également que Ker f est un sous-

espace vectoriel de E.

La proposition suivante est treés importantes en algebre. Nous, souvent, 'utilise-

rons dans plusieurs démonstrations

Proposition 2.1.3. Soient E, F deux IK— espaces vectoriels et f une application linéaire

de E dans F. On a alors les équivalences suivantes :

1. f est injective si et seulement si Kerf = {Og};
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2. f est surjective si et seulement si Imf = F. Cette caractérisation est vraie méme si

f n’est pas linéaire.

Démonstration. 1. Dans un premier temps, supposons que f est injective et calcu-

lons son noyau

Kerf = {x € E/f(x) =0f}
= {x€E/f(x)=f(0p)} (f est linéaire)
= {x€E/x=0} (f est injective)

= {0}

Montrons maintenant I'implication inverse. Supposons que le noyau de f est ré-

duit a {Og}. Pour tous x1,x, € Eona

flx1) = f(x2) = flx) — fx2) = OF
= f(x1—x2) =0p (f est linéaire)
= X1 —x2 € Kerf
= x1—xp =0
= X=X

2. Supposons que f est surjective et on montre que f(E) = F. Remarquons que
I'inclusion F(E) C F est automatiquement vérifié puisque 'image de f est un
sous-ensemble de 1’espace d’arrivée. Pour montrer 1'inclusion inverse, soit y € F.
Puisque f est surjective (par hypothese), il existe au moins x € E tel que y = f(x)
qui est dans f(E).

Pour le deuxieme implication, supposons que f(E) = F et on montre que f est sur-
jective. Soit y € F cela implique que y € f(E) puisque F = f(E) (par hypothese),
et comme f(E) = {f(x) € F/x € E} (par définition) cette derniere égalité nous

assure l’existence de x € E tel que y = f(x). D’oul f est surjective.
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2.2 Image d'une famille de vecteurs par une applica-
tion linéaire
2.21 Image d’une famille génératrice

Soit f une application linéaire de E dans F. Considérons une famille G génératrice
de I'espace de départ E. On cherche a démontrer que son image par f, la famille
f(G), est génératrice de vect(f(G)) qui est un sous-espace vectoriel de 1’espace de

départ F, en d’autres termes :

f(vect(G)) = vect(f(G))

Cet espace est en fait remarquable puisqu’il est égal a f(E).

Proposition 2.2.1. Soient E et F deux IK-espaces vectoriels et f une application linéaire
de E dans F. Si G est une famille génératrice de E alors I'image par f de la famille G est

génératrice du sous-espace vectoriel Imf de F. C’est-a-dire ;
(f € Lk(E,F) et E =vect(G)) = Imf = vect(f(G)).

Démonstration. Par souci de simplification, on suppose que 1'espace vectoriel E est
de dimension finie. La démonstration dans le cas de dimension infinie ne pose
pas de difficulté. Soit G = (xj)1<i<, une famille génératrice de 1'espace E. Mon-
trons que tout vecteur de Im f s’écrit comme une combinaison linéaire de la famille
f(G) = (f(xi))1<i<m- Soit y un élément de Imf. Il existe x € E tel que y = f(x).

L’espace E étant engendré par G, c’est-a-dire;
ey, am) €K, x =w1x1 + -+ @i
On en déduit alors, en appliquant f, I’égalité suivante

f(x) = flagxy + - - + amXp).
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L'application f étant linéaire et puisque y = f(x), on obtient
y=aif(xn) + - 4t f(xm),
ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 2.2.1. Si E est de dimension finie alors Imf est de dimension finie et

dimg(Imf) < dimg(E).

2.2.2 Image d’une famille libre

Cherchons maitenant a répondre a la question suivante : I'image par une applica-
tion linéaire d’une famille libre est-elle encore une famille libre ? Pour cela, consi-
dérons une famille libre £ de E et supposons, par souci de simplification, que cette
famille est finie. Soient £ = (x1,- -+, x;) et f une application linéaire de E dans F.
Ona f(£) = (f(x1), -, f(xm)). Aussi, si deux vecteurs de £ ont méme image par
f, alors la famille f(£) n’est pas libre. Cette situation n’arrive pas si f est injective.
Supposons maitenant que les vecteurs de f(£) sont tous différents et essayons de
voir & quelle condition les vecteurs de f(£) forment une famille libre. Partons de
la relation de liaison

a1 f(x1) + - -+ amf(xm) = Op.

On a, par linéarité de f,

flarxy + -+ amxm) = f(OF).

Sans aucune hypothese supplémentaire sur 'application f, on ne peut rien en dé-

duire. Si maintenant on suppose que f est injective alors on a nécessairement
a1x1 + -+ amxy = Of.

On en déduit

==y =0,
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puisque £ est libre. On a ainsi donné une condition suffisante pour que 1'image
d’une famille libre, par une application linéaire, est libre et on a démontré (dans le

cas d"une famille finie libre) la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. Soient E, F deux K-espaces vectoriels, £ une famille libre dans E et f
une application linéaire de E dans F. Si f est injective alors f (L) est une famille libre de

F.

Démonstration. 1l reste a démontrer ce résultat dans le cas d’une famille £ infinie

libre dans E. C’est immédiat en appliquant le raisonnement précédent. O

2.2.3 Image d’une base

Apres s’étre intéressé a I'image d’une famille génératrice G a la proposition 2.2.1,
puis a celle d’une famille libre £ a la proposition 2.2.2, il est a présent naturel de
s’intéresser a I'image d’une famille qui soit a la fois libre et génératrice, c’est-a-dire
a l'image d"une base B. Se pose alors la question suivante : I'image par une appli-
cation linéaire f : E — F d"une base de E est-elle une base de F?

Pour y répondre, examinons les deux questions suivantes.

1. De quel sous-espace de 1'espace d’arrivée la famille f(B) est-elle génératrice ?
Dapres la proposition 2.2.1, on sait que la famille f(B) est génératrice de Imf
puisque B est génératrice de E.

2. La famille f(B) est-elle libre dans F? La famille 5 étant libre dans E, on a vu
que pour que f(B) soit libre dans F, il suffit que f soit injective (voir la proposition
2.2.2).

Par conséquent,on peut donner un premier élément de réponse : si I'application
linéaire f est injective alors I'image par f d"une base de E est une base, non pas de
tout I'espace d’arrivée F, mais seulement de son sous-espace Imf. La proposition

suivante complete cette réponce. Elle fournit une seconde caractérisation d"une
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application linéaire injective.

Proposition 2.2.3. Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F. L'application f est injective si, et seulement si, I'image par f d’une base de E est

une base de Imf.

Démonstration. Dans cette démonstration on se restreint au cas d’une base finie.
Nous avant déja établi que si f est injective alors I'image par f d'une base de E
est une base du sous-espace Imf. Montrons la réciproque. Considérons une base
B = (e1, - ,em) de E telle que f(B) = (f(e1), -, f(em)) soit une base de Imf.

Soit x un vecteur de Kerf de coordonnées x1, - - - , x,; dans la base B. C’est-a-dire
X ZX1€1+"'+Xm€m
En appliquant f, en utilisant la linéarité de f et f(x) = Of, on a

O =x1f(e1) + -+ xmf(em).

Les vecteurs f(e1),- - -, f(em) étant libres (par hypothése), on déduit de la relation
précédente que x; = - -+ = x,, = 0 qui nous donne x = Og. on a ainsi montré que

Kerf = {0}, c’est-a-dire que f est injective. O

Corollaire 2.2.2. Soient E, F deux K-espaces vectoriels, B est une base de E et f une
application linéaire de E dans F. L'application f est bijective si, et seulement si, f(B) est

une base de F.

Proposition 2.2.4. Soient E, F deux IK-espaces vectoriels de dimensions finies. Une condi-

tion nécessaire et suffisante pour que E et F soient isomorphes est que dimg E = dimiF.

Démonstration. Supposons que E et F soient isomorphe, c’est-a-dire il existe un iso-
morphisme f de E vers F. Soit B une base de E. Ona card(B) = dimgE. D’apres
le corollaire 2.2.2, f(B) est une base de F. Comme card(f(B)) = dimkF, on a
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dimgE = dimgF car card(B) = card(f(B)). Réciproquement, supposons que
dimgE = dimgF. Soient By = (e;)1<i<m une base de E et Br = (fi)1<i<m une
base de F. Considérons l'application linéaire f qui transforme Bg en Br, c’est-a-
dire telle que f(e;) = fi pouri = 1---m. On en déduit que les deux espaces E et F
sont isomorphe puisque 'application f définit un isomorphisme de E vers F (cela

se justifie en utilisant le corollaire 2.2.2). O

2.3 Isomorphisme entre E et K"

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et B = {ey, €3, ..., ¢, } une base de

E. L'application donnée par

ISO(E,B) : E — K"
X1
X +—

Xn

n
tel que x = ) x;e; est isomorphisme d’espace vectoriel.
i=1

Le vecteur Iso(g p)(x) est appelé le vecteur colonne associé a x relativement a la

base B, parfois on le note par V.(P).
Remarque 2.3.1. Tout K-espace vectoriel de dimension m (avec m > 1) est donc iso-
morphe a IK™.

Exemple 2.3.1. Dans R;[x] muni de la base B = {2,2x — 1,x% — 2}, le vecteur colonne

associé 4 P = 9x2 + 4x — 6 relativement a la base B est

1
Ve(P) = Iso(g,x,8)(P) = | 2
3
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24 Rang d’une application linéaire

Dans cette section, E désigne un IK-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 2.4.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un K-espace

vectoriel non nécessairement de dimension finie. Le rang d’'une application linéaire f de E

dans F est la dimension de I'image de f, c’est-a-dire : rgf @'dim]KImf.
SidimgkE =metB = (eq,--- ,em) représente une base de E alors
Imf = vect(f(e1),-- -, f(em))
et par conconséquent, dimy Imf = dimgvect(f(e1), -, f(em)), autrement dit,
rgf =rg(fler), - flem)).

D’apres le corollaire 2.2.1, on a :

rgf < dimkE. (2.1)
Sil’espace d’arrivée F est de dimension finie alors,

rgf < dimgF. (2.2)

En combinant (2.1) et (2.2), on obtient r¢f < min{dimkE, dimkF}. On résume ces

résultats dans la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. Soient E, F deux K-espaces vectoriels avec E de dimension finie telle
que dimgE = m et F de dimension quelconque, et f une application linéaire de E dans

F.Alors rgf < m. De plus, si F est de dimension finie avec dimgF = n, alors

rgf < min{m,n}.
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24.1 Théoreme du rang

Le théoréme suivant est fondamental en algebre linéaire. Nous 1'utiliserons a de

multiples reprises.

Théoreme 2.4.1. (Théoréme du rang) Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie
et F un K-espace vectoriel non nécessairement de dimension finie. Pour toute application

linéaire f de E dans F,on a : dimgE = rgf + dimkKerf.

Démonstration. L'espace vectoriel E est de dimension finie, donc ker f, comme étant
un sous-espace vectoriel de E, est de dimension finie. De méme, d’apres la propo-
sition 2.2.1, Imf comme étant un sous-espace vectoriel de F et aussi de dimension
finie. On pose dimkKerf = p et dimgImf = q. Soit Bgerf = {u1, ..., up} une base
de Kerf, c’est-a-dire f(u1) = f(u2) = ... = f(up) = Of. Soit By, ¢ = {wy, wo, ..., wy}

une base de Im f, donc il évident d’écrire
Vie{1,2,..,9},3v, € E tq f(v;)=w;

Ce qui permet de construire une famille B; = {vy,vs, ..., vq} constituée de g vec-
teurs de l'espace de départ E qui sont bien str distincts puisque les vecteurs
w1, Wy, ..., Wy le sont.

Pour touti € {1,2,...,q},v; ¢ Kerf puisque f(v;) = w; # 0p. Dot
Bs N Byerf = @
Cela permet de déduire que
card(Bs U Byerf) = card(Bs) + card(Byef)

La démonstration consiste maintenant a montrer que Bs U By, £ estune base de E.
On aura donc

card(Bs U By, f) = dimkE
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Montrons dans un premier temps que Bs U Bg,, s constitue une famille libre dans

E. Considérons la relations de liaison
X101 + a0 + ... + &gUg + g Uy + AgyoUn + o+ agppup = OF. (2.3)
En appliquant f a I’équation (2.3)et en utilisant le fait que f est linéaire, on obtient
awy + aowy + ... + agwy = Of.

On en déduit a1 = ap = ... = a; = O. Puisque la famille By, = {wy, w>, ..., wp }

est une base de Imf. La relation de liaison (2.3)s’écrit ainsi
Qg1U1 + Kgioly + o+ Agypllp = Og.

Il en résulte que a1 = g2 = ... = ag1p = O car la famille By, s = {uy, ..., up}
est une base de Ker f.

Montrons maintenant que Bs U B, s constitue une famille génératrice de E, c’est
a dire E = vect(Bs U B,,f). Vérifions pour cela que tout vecteur de E s’exprime
comme une combinaison linéaire des vecteurs de Bs U By, s. Soit x € E. Décompo-

sons f(x) dans la base By, de Imf.

Hl(ﬁl, B2, .-, ﬁq) e K1 f(x) = Brwy + Powy + ... + ﬁqwq
= Puf(v1) + Bof (v2) + .+ Baf (vg).

Par linéarité de f, on en déduit que
f(x — (517)1 —+ ,32”02 + ...+ ‘quq)) = Of.

Par ailleurs le vecteur x — (B1v1 + B2v2 + ... + B,v,) appartient a Kerf.

Décomposons-le dans la base By, s de Ker f

(a1, a2, ..., 0p) € KPP x — (B101 4 P02 + ... + Byvg) = ayuiy + aotin + ... 4 apltp.



2.4 Rang d"une application linéaire 67

On a ainsi obtenu
AUy + &oUp + ... + aplly + G101 + P02 + ... + Bg0g.
Ce qui montre que x € vect(Bs U By, r). D'ott E = vect(Bs U By,rf) et
dimgE = dimgKer f + dimygImf.
Qui est la relation cherchée. O

Exemples 2.4.1. Soit E un IK—espace vectoriel de dimension n > 1let f : E — K
une forme linéaire. on peut vérifier si f n'est pas identiquement nulle alors son noyau
et un hyperplan vectoriel de E. Rappelons que les seuls sous-espaces vectoriels du K—
espace vectoriel K sont {ox } et IK. Limage de f étant non réduite a O puisque f n’est pas

identiquement nulle, elle est nécessairement égale a IX. On a donc
rgf = dimgK =1
En appliquant le théoreme du rang a la forme linéaire f, on obtient

dimgE = dimKerf + r ie dimgKerf=n—1
K kKerf+ rgf kKerf
Nous avons ainsi vérifié que le noyau de f était de dimension n — 1. C’est donc un hyper-

plan vectoriel de E.

24.2 Conséquences du Théoréme du rang

La relation donnée par le théoreme 2.4.1 est indépendante de la dimension de I'es-
pace d’arrivée F, ce dernier pouvant étre de dimension finie ou infinie. le cas ot

cet espace et de dimension finie on a les résultats suivants.

Corollaire 2.4.1. Soient E,F deux IK—espaces vectoriels de dimension finies (non-
nécessairement égaux) et f une application linéaire de E dans F. On a alors les équivalences

suivantes :
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1. f est surjective <rg f=dimiF ;
2. f est injective <>rg f=dimiE ;
3. f est bijective <rg f=dimgE = dimkF.
Démonstration. La preuve de ces trois propriétés, en appliquant la proposition
2.1.3, et assez courte.
1. La propriété de surjectivité est équivalente a la propriété “"Imf = F” qui est
elle-méme équivalente a la propriété rgf = "dimgF”
2. La propriété d’injectivité est équivalente a la propriété
Kerf = {0}
qui est elle-méme équivalente, d’apres le théoreme 2.4.1, a la propriété
dimgE = rgf

3. C’est un conséquence immédiate d’apreés ce qui précede.
O

Remarque 2.4.1. En utilisant le théoreme 2.4.1 et la proposition 2.4.1 on vérifie immé-
diatement les trois propriétés suivantes :

1. f surjective=dimgE > dimkF;

2. f injective=dimgE < dimkF;

3. f bijective=dimgE = dimkF.
En effet, supposons que f est surjective (c’est-a-dire rgf = dimgF). Ona

dimgE = dimgF + dimgKer f > dimgF

puisque dim Ker f > 0.
Pour la deuxieme propriété, supposons que f soit injective (c’est-a-dire Ker f = {0g}). On

a donc

dimgE = dimgImf < dimgF
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puisque Imf est un sous-espace vectoriel de F.

En fin, en combinant les deux propriétés précédentes on obtient la troisieme.

Attention : En général la réciproque des trois implication des propriétés précé-
dentes sont fausses.

On en déduit de la proposition 2.4.1 le résultat suivant.

Corollaire 2.4.2. Soient E, F deux IK— espaces vectoriels de dimension finies, f une ap-

plication linéaire de E dans F. Si dimgE = dimyF alors on a les équivalences suivantes :
f bijective & f injective & f surjective

Proposition 2.4.2. Soient E, F et G trois IK— espaces vectoriels de dimension finies, f une

application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans G
1. Si f est bijective alors rg(g o f) = rg(g)-

2. Si g est bijective alors rg(g o f) = rg(f).
Démonstration. Rappelons que, par définition,

rg(go f) = dimgIm(go f) et Im(gof) = g(f(E))

1. Supposons que f est bijective (et ¢ quelconque) et montrons que rg(go f) = rgg.
On a, en tenant compte f(E) = F (puisque f bijective),

rg(go f) = dimk(g(f(E))) = dim (g(F)) = dimgIm(g) = r8(g)-

2. Supposons a présent g bijective (et f quelconque) et montrons que rg(go f) =

rgf. On sait que f(E) est un sous-espace vectoriel de F, posons alors 'application

g+ f(E) — G
y — §)=2¢g)



70 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

C’est la restriction de g au sous-espace vectoriel f(E) . Calculons maintenant le

noyau de §.

Kerg = {ye f(E)/§(y) =0c}
= {y € f(E)/g(y) = 0c}
C (Kerg) = {0f}

En appliquant le théoréme 2.4.1 (du rang) a I'application ¢ on obtient
dimg f(E) = dimgKer§ + dimgImg
Ce qui nous donne

rgf = dimgg(f(E)) = dimkg(f(E)) = r8(g © ).

2.5 Exercice

Exercice 1: Soit f : R® — R? l'application définie par :

X
—2x+y—+z
fly = ( ) :
xX—2y+z
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Donner une base de Ker f, en déduire dim(Imf). Donner une base de Imf.
. ] 2 2 . . .. X X—Yy
Exercice 2: Soit f : R~ — R” I'application définie par: f = .
y —3x + 3y

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Montrer que f est ni injective ni surjective.
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Exercice 3 : Soit E = R3[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de

degré inférieur ou égale a 3. On définit f 'application de E dans lui-méme par
f(P)=P+(1-X)P

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Déterminer une base de Imf.

3. Déterminer une base de kerf.
Exercice 4 : Dans 'espace vectoriel R? muni de sa base canonique B = {e1, €0, €3},
on considere I'application f € L(RR?) telle que f(e1) = ey +ex +e3, f(e2) = 2e1 —
ey + 2es, f(e3) = 4e1 + ep + 4es.

x X
1. Donner l'expressionde f | y |, pourtout | y | € RR3.

z
2. Calculer f(e1 + 2e2), f?(e1), f*(ea), f*(e3), ol f2> = fo f.
3. Déterminer le noyau et 'image de I’application f.
4. Ces sous-espaces vectoriels de R> sont-ils supplémentaires ?

Exercice 5 : Soit E un K—espace vectoriel et soit f € L(E). Montrer que les asser-

tions suivantes sont équivalentes

1. Ker(f)NIm(f) ={0g}.
2. Ker(f) = Ker(fo f).

Exercice 6 : Soit E un IK—espace vectoriel de dimension finie n et soit f € L(E).

Montrer que :
Kerf =1Imf < fof=0gg et n=2rg(f).
Exercice 7 : Soient f € L(E,F) et G € L(F, G). Démontrer que :

gof=0& Imf C Kerg.
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Exercice 8 : Déterminer la forme linéaire f sur R? telle que :

1 2 1
fl1=0f0|=Lf[2]=4
1 1 3

Exercice 9 : Soit f : R*> — R3 l'application linéaire définie par :

X 2y +z
fly |= z
z 0

1. Déterminer Kerf et Imf.
2. Calculer f2 = f o f puis Kerf? et Imf.
3. Montrer que f est nilpotente.

Exercice 10 : Soit E un IK—espace vectoriel et soit f € L(E).
Montrer que : Imf = Imf? < E = Kerf + Imf.
Si de plus E est de dimension finie, montrer que : Imf = Imf? < E = Kerf & Imf.
Exercice 11: Soit f € L(E, F) ot E et F sont deux espaces vectoriels de dimensions
tinies

1. Montrer que si f est injective alors dimE < dimF.

2. Montrer que si f est surjective alors dimE > dimF.

Exercices supplémentaires

Exercice 12 : Soit f : R®> — R? I'application définie par :

X+y+z
2x+y—z
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Montrer que f est linéaire. Déterminer Ker f, en déduire le rang de 'application f.

Exercice 13 : Soit f : R? — R I'application linéaire définie par :

x —2x +4y + 4z
fly|= —x+z
z —2x+4y + 4z

Déterminer une base de Ker f et une base de Imf. A-t-on Kerf & Imf = R>?
Exercice 14 : Dans l'espace vectoriel R3 muni de sa base canonique B = {ey, e, €3},
on considere 'application f € £(R?) telle que f(e1) = 3(—e1 +2e + 2e3), f(e2) =
%(26‘1 — ey +2e3), fe3) = %(261 + 2ey — e3).

Soit F = {X € R¥/f(X) = —X},G = {X € R}/f(X) = X}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R>.
2. Montrer que e; —ep,e1 —e3 € Fetquee; +e +e3 € G.

3. Que peut-on déduire sur les dimensions de F et G? Déterminer F N G.

Conclure.

Exercice 15 : Soit f € L(E; F). Montrer que : Kerf N Imf = f(Ker(f?)).

Exercice 16 : Soient f,g € L(R"). Montrer que : f(Ker(go f)) = Kerg N Imf.
Exercice 17 : Soient f,¢g € L(E,F). Soit G un supplémentaire de Kerf dans E.
Montrer que G et Imf sont isomorphes.

Exercice 18 : Soit f € L(E, F) et soient A et B deux s.e.v de E.

Montrer que : f(A) C f(B) & A+ Kerf C B+ Kerf.
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2.6 Solutions

Exercice 1: Soit f : R® — R? l'application définie par :

x
—2x+y+z

fly —< )
x—2y+z

X X
1. Soientu=| y | eR¥eto=| y | €R? etsoient A et u deux réels.
z z/
x x! Ax + ux’
futpo)=f Al y |+u| vy || =1 vty

4 Az + pz!

_ [ 2Ax )+ Ay + ) £ (A2 p2)
(Ax +px') = 2(Ay + py') + (Az + pz’)

| M2xty+z) +p(=2 Y +2)
Alx =2y +z) + pu(x' =2y +2)

.y —2x+y+z i 2" +y' +7
x—2y+z x' =2y +7
= Af(u) + pf (o).

D’oul f est linéaire.
2. Kerf = {u € R3; f(u) = Opa}-

—2x4+vy—+z 0
flu) =0p2 = Y = ={x=z et y=2z},
xX—2y+z 0

et parsuite: | y [ € R3tels que:
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z
kerf ={ue€R%u=1| z |, ou ze€R}

z

1
Donc base de ker f est B = 1 ,etdim(ker(f)) = 1.

1

-dim(Im(f)), on a d’apres théoreme du rang
dim(R3) = 3 = dim(Imf) + dim(ker(f))

Et par suite : dim(Im(f)) = 2.
- Base de Im(f), comme dim(Im(f)) = 2 = dimR? et comme Im(f) un sous

espace vectoriel de R? alors nécessairement In(f) = R? et donc la base ca-

nonique { ( (1) ) , ( (1) ) } est une base Im(f).

X X —
Exercice 2 : Soit f : R? — R? I'application définie par : f = Y .
y —3x + 3y

yl

o () ) 52
y y Ay + py
:< (Ax + px’) = (Ay + uy') )
—3(Ax + ux') +3(Ay + uy')

X x!
1. Soient u = ( ) € R?etv = ( ) € R?, et soient A et u deux réels.
Yy

_ Ax—y)+p' —y)
A(=3x +3y) + u(—3x"+3y’)

x — x/ 4
. Vo), y
—3x + 3y —3x" + 3y
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= Af(u) + pf(0).

Donc f est linéaire.

. Kerf = {u € R?; f(u) = Op2}.

f<u>o:»( Y ) (0) S {r=y)
—3x + 3y 0

x
) € R? tels que :

et par suite :
Yy

X
kerf{uG]Rz;u( ), ou xeR}.
X

Donc base de kerf est B = { ( 1 ) },et dim(ker(f)) = 1.

. Montrons que f est ni injective ni surjective.

Remarquons que :

1 0 0
1 0 0
Mais 7+ , d’ot1 f n’est pas injective.
1 0

1
On remarque aussi que ( ) n’admet pas un antécédent car
0
x—y =1 X =y . .
= — impossible
-3x+3y = 0 0 =1

d’ou f n’est pas surjective.

Exercice 3 : Soit E = R3[X]. On définit f 'application de E dans lui-méme par

f(P)=P+(1-X)P'
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1. Soient P € E et Q € E, et soient A et y deux réels.

fAP+pQ) = (AP+puQ)+ (1—x)(AP +uQ)’
= AP+ pQ+ (1-x)(AP) + (1 —x)(uQ)’
= AP+ (1 —x)AP +uQ+ (1 —x)uQ’
= AP+ (1-x)P)+pu(Q+(1-x)Q)
= Af(P)+uf(Q).

Donc f est linéaire et puisque f : E — E, alors f est un endomorphisme de E.

2. Base de Imf.

Im(f) = {f(P)/P € Rs[X]}
= {f(aX®+bX?>+cX+d)/ab,cdecR}
= {af(X®) +bf(X?) +cf(X)+df(1)/a,b,c,d € R}
= {a(-2X3+3X?)+b(=X2+2X)+c+d/a,b,c,d € R}

_ oS8 2y (w2
= vect{( 2X;|—3X ), ( X;I—ZX)J, 1}
Py P, Py

Montrons que cette famille est libre
Soient A1, Ay, A3 € R, alors
AMPy+AaPL 4+ A3Py = O, ) = A1(—2X7 4 3X2) + Ao (—X* +2X) + A3(1) = O, x|
= 24 X%+ (BA1 — A2) X2 4 245X + A3 = O, x]

;

—2A =0
AM =0
B3\ —A = 0
= ={ A = 0
25 =0
Az = 0
A3 =0

\

D’ott la famille est libre et B = {(—2X3 + 3X?),(—X? + 2X),1} base de
Im(f), dim(Im(f)) = 3 = rg(f)
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3. Base de kerf.

ker(f) = {P € Rs[X]/f(P)=0g}
= {PeRs[X]/f(aX®+bX?+cX +d) = Op,x}
= {P € R3[X]/a(—2X%+3X?) + b(—X? +2X) + c+d = Oyx }
= {P € Rs[X]/ —2aX> + (32 — b)X? + 2bX + c +d = Op,x)}
a=20
— P € R3[X]/ b=0
c=—d

= {—-dX+d/d e R}
= vect{(—-X+1)}.

Cette famille contient un seul élément donc elle est libreet B = {(—X + 1)}

base de kerf, dim(ker(f)) = 1.
Exercice 4 : Soit I'application f : R> — R3 telle que f(e;) = e1 + e +e3, f(e2) =
2e1 — ey + 2e3, f(e3) = 4e1 + ex + 4es.

X X

1. L'expressionde f [ y |, pourtout | y | € R%.

z z

Soitu=| y | e R®outu = xej + yer + zez donc

f(u) = flxer +yex + ze3)
= «xf(e1) +yf(ex) +zf(e3) car f estlinéaire
= x(e1+ex+e3) +y(2e1 —ex + 2e3) + z(4eq + 2ep + 4e3)
= (x+2y+42)e1+ (x—y+2z)ex + (x + 2y +4z)e3
x+2y+4z
= X—y+z
x+2y+4z
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2. Calculons f(ey + 2e3), f?(e1), f*(e2), f*(e3), ot f?

fleg+2e) =

f2er) = f(f(e))

fAe2) = f(f(e)) =

f2(e3) = f(f(es)) =

=fof.
fle1) +2f(e2)
= e1+ey+e3+4e; —2ep +4es
= b5e; —ep + 5es
= flea+ex+es) = fler) + f(e2) + f(es)

= e1+ey+e3+2e1 —er+ 2e3+ 4eg + ep + 4es
= 7e1+ey+7e3

f(2€1 — ey + 263) = 2f(el) = f(€2) + 2f(€3)
2(61 + ey + 63) — (261 — ey + 263) + 2(461 + e+ 463)
8e1 + 5ep + 8es

f4er +ex +4des) = 4f (e1) + f(e2) +4f (e3)
4(61 + e + 63) + (261 — e+ 263) + 4(461 + e+ 463)
22e1 + 7ey + 22e;3

3. Le noyau et 'image de l'application f.

Kerf =

X X 0
y ERB/f y = 0
z 0

X x+2y+4z=0

y | €RY/ x—y+z2=0
x+2y+4z=0

X

Y 6]Rg’/x——Zz

-2z -2

—z | /z€R ) =wvect -1
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Donc base de kerf est B = ~1 ,etdim(ker(f)) = 1.
1

-dim(Im(f)), on a d’apres théoréme du rang
dim(R®) = 3 = dim(Imf) + dim(ker(f))

Et par suite : dim(Im(f)) = 2.

- Base de Im(f)
Imf = vect{f(e1), f(e2), f(e3)} ot
1 2 4
fla)=1 1 | fle)=] -1 [etfle) =] 1
1 2 4
1 2
On remarque que f(e3) = 2f(e1) + f(ez), alors B = 1|, =1
1 2

base de Im(f), dim(Im(f)) =2

. Soit X € ker(f) N Im(f) alors X € ker(f) et X € Im(f), donc

-2
Xeker(fy=X=9| -1 |,
1
1 2
Xelm(f)=X=af| 1 |+B| -1
1 2
Alors
x+2 = -2y x =0
a—p = -y =B =0

at+2p = v vy =0
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Donc X = O3, ce qui implique que ker(f) N Im(f) = {Ogs} eton a dimR> =
3 = dim(ker(f)) + dim(Im(f)), alors ker(f) et Im(f) sont deux sous espaces

vectoriels supplémentaires.

Exercice 5 : Soit E un IK—espace vectoriel et soit f € L(E). Montrons que les asser-

tions suivantes sont équivalentes

1. Ker(f)NIm(f) = {0g}.
2. Ker(f) = Ker(f o f).

1. Supposons que Ker(f) N Im(f) = {Or} et montrons que Ker(f) = Ker(f o f).
-"C":Six € ker(f) alors f(x) = Og, donc f(f(x)) = f(0g) = Og (car f est
linéaire), alors f o f(x) = 0. Ce qui implique que x € ker(f o f). Cela montre
que ker(f) C ker(f o f).

-"D":Six € ker(fof)alors fof(x) = Og, donc f(f(x)) = Op (posons
y = f(x))alors f(y) = O ce qui implique que y € Im(f) ety € ker(f), alors
y € Im(f)Nker(f), d’apres (1) ona y = Of et donc f(x) = Of ce qui signifie
x € ker(f). Cela montre que ker(f o f) C ker(f).

D’ou I'égalité ker(f) = ker(f o f).

2. Supposons que Kerf = Ker(f o f) et montrons que Ker(f) N Im(f) = {0g}.
Soit y € Ker(f) NIm(f) alors y € Im(f) ety € ker(f) donc il existe x €
E,y = f(x) et f(y) = O, alors f(f(x)) = O donc f o f(x) = O, ce qui
implique x € ker(f o f), et d’apres (2) x € ker(f), donc y = Og. Cela montre

que Ker(f) NIm(f) = {O0g}.
Exercice 6 : Soit E un IK—espace vectoriel de dimension finie n et soit f € L(E).
Montrons que : Kerf = Imf < fo f =0p5) et n=2rg(f).

1. Supposons que f o f = 0z(g) et n = 2.rg(f) et montrons que Ker(f) = Im(f).

ff(x) =

Soit y € Im(f) donc il existe x € E,y = f(x), alors f(y) =
f o f(x) =0, ce qui implique que y € ker(f) et donc Im(f) C ker(f).
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Et d’apres théoreme du rang on a dimE = dimker(f) + dimIm(f) et donc
dimker(f) =n— %5 = %.Ona Im(f) C ker(f) etles deux sous espaces ont la
méme dimension alors ils sont égaux.

2. Supposons que Kerf = Imf et montrons que f o f = 0zg) et n. = 2.rg(f).
D’apres théoreme du rang on a dimE = dimker(f) + dimIm(f) et puisque
on a ker(f) = Im(f) alors dimker(f) = dimIm(f), donc 2dimIm(f) = n, ce
qui implique que dimIm(f) = 5. Et pour tout x € E, f(x) € Im(f) donc
f(x) € ker(f) et f(f(x)) = 0, cela montre que f o f = O, ().

Exercice 7 : Soient f € L(E,F) et G € L(F, G). montrons que

gof =0« Im(f) C Ker(g).

-"=":Supposons que g o f = 0 et montrons que Imf C Kerg.

Soity € Im(f) alorsil existe x € E,y = f(x),donc g(y) = g(f(x)) =go f(x) =0,
ce qui implique que y € ker(g). D’ou Im(f) C Ker(g).

-"«<": Supposons que Im(f) C Ker(g) et montrons que go f = 0.

Soity € Im(f) doncilexistex € E,y = f(x)oronay € ker(g) car Im(f) C ker(g),
alors g(y) = g(f(x)) =0.Dottgo f(x) =0.

X

Exercice 8 : La forme linéaire f est donnée par f| y | = ax + By + 7z, donc
z
1 2 1
fl 1 |=a+B+79=0,f|l 0 | =2a+9y=1f| 2 | =a+2+3y=4
1 1 3

Alors on obtient le systéme suivant :

a+p+y =0 a = —1
x+2B+3y = 4 vy = 3
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X
Doncf| v | = —x—2y+ 3z

z

Exercice 9 : Soit f : R3 — R? I'application linéaire définie par :

x 2y +z
flv )= =
z 0

1. Calculons Kerf et Imf.

z

2y+z =

( x X 0
Kerf = y | €ER3/fl v | =] 0
0
= 9 y | €R¥/
0

z =

= y E]R3/

z=20
0

y:
( x 1
= 0 |/x€eR > =< x| o |/x€eR
1

= vect 0 , dim(ker(f)) =1
0
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Im(f) =

8

Ker(f?)
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( X X
Im(f?) = ¢ fly |/|v]|eR
K 4 z
( 2z
= 0 |/y,zeR
L\ o
( 2
= z 0 |/zeR
L \o
2
= wvect 0 , dim(Im(f?)) =1
0

3. Montrons que f est nilpotente.

Remarquons que

2z 0
= fl o |=1]o0
0 0

Alors f est nilpotente et I'indice de nilpotence égale a 3
Exercice 10 : Soit E un IK—espace vectoriel et soit f € L(E).
Montrons que : Imf = Imf? < E = Kerf + Imf.
1. Supposons que Imf = Imf? et montrons que E = Kerf + Imf
Soity € E alors il existe x € E tel que y = f(x) ety = f?(x) car Imf = Imf?,
donc f(x) = f?(x) alors f(x) — f2(x) = 0, ce qui implique que f(x — f(x)) =
0,d’oux — f(x) € ker(f).
Posons b = x — f(x) tel que b € ker(f), alorsx = f(x)+b
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Onax € Eet f(x) € Im(f)etb € ker(f), donc E = Im(f) + ker(f).

2. Supposons que E = kerf + Imf et montrons que Im(f) = Im(f?) On a tou-
jours Imf? C Imf car
yeImf? = 3Ixe€Etg y=f*(x)
= y=f(f(x)) = 3f(x) € Etqg y=f(f(x)) -
= y & Imf
Donc pour montrer que Imf = Imf? il suffit de montrer que Imf C Imf>.
Soit y € Imf alors il existe x € E tel que y = f(x), puisque E = kerf + Imf
alorsilexistea € Eetb € ker(f) tqx = f(a)+b,donc f(x) = f(f(a) +b) ce
qui implique que y = f(x) = f?(a) —H:@alors y = f?(a),donc y € Im(f?).
=0
Dot Imf C Imf?
Si de plus E est de dimension finie alors d’apres théoréme du rang on a dimE =
dimIm(f) + dimker(f), donc Imf = Imf?* < E = Kerf @ Imf.
Exercice 11: Soit f € L(E, F) o E et F sont deux espaces vectoriels de dimensions
finies
1. Montrons que si f est surjective alors dimE > dimF.
Soit f est surjective alors Im(f) = F, par conséquent dimIm(f) = dimF, et
d’apres théoreme du rang dimker(f) + dimIm(f) = dim(E) < dimker(f) +
dimF = dimE, ce qui donne que dimker(f) = dimE — dimF > 0, d’ou dimE >
dimF
2. Montrons que si f est injective alors dimE < dimF.
Soit f est injective alors ker f = {Og}, donc dim(kerf) = 0 et comme Imf C F
alors dimImf < dimF, et d’apres théoreme du rang dimker(f) + dimIm(f) =
dim(E) = dimImf = dimE, ce qui implique que dimE < dimF.



Chapitre 3

Matrices

3.1 Définitions

Définition 3.1.1. Soient n et m deux entiers naturels non nuls.

Une matrice est une application

A {1,2,.,n} x{1,2,.,.m} — K

(i,7) — a4

Une matrice A de type (n, m) sur IK peut-étre représenter par un tableau a n lignes et m

colonnes constitue d'éléments appartenant au corps K organisé comme suit :

a1 a2 ... Am

ar1 dpp ... Aoy
A=

a1l An2 --- OQum
1<i<n

On la note aussi A = (a;), Zj<ms OU a;j € K est I'élément correspondant a la i-eme
ligne et a la j- éme colonne du tableau.

On note M (K) I'ensemble des matrices rectangulaires a n lignes et m colonnes et

n,m
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a coefficients dans K. Dans le cas particulier ot n = m on note M, (K) = M, »(K)
I'ensemble des matrice carrées d’ordre n.

On appelle diagonale principale d"une matrice carrée A = (a;j)1<;j<, d’ordre n le
n-uplet (a11, a2, ..., an) € K"

Sim = 1alors A € M(K) est appelée matrice-colonne (vecteur-colonne).
n,1

Sin =1alors A € M (K) est appelée matrice-ligne (vecteur-ligne).
1,m

2 3

Exemples 3.1.1. A = c’est une matrice carrée d’ordre 2 sur R, de diagonale
-1 1
principale (2,1) € R2.
Vi o1\, | |

A= c’est une matrice rectangulaire du type (2,3) sur C.

5—i 4 5—i

V2 |
A= c’est une matrice-colonne de type (2,1).

1

A= ( 2 1/2 /3 —i ) c’est une matrice-ligne de type (1,3).

On note 0 la matrice rectangulaire de type (n,m) dont tous les coefficients sont nuls

Mn,m

(matrice nulle de M (K)).

On note In la matrice carrée d’ordre n (matrice identité) donnée par :

1 0 . 0

01 . 0
In =

00 . 1

C’est-a-dire dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et les autres coefficients égaux a
zéro.

On écrit aussi : In = (0;j)1<ij<n ou Oj; est le symbole de Kronecker défini pour tout
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1 si i=j

i€{l,...,n}etpourtoutje {1,...,n}, pard; = .
0 si i#]

Remarque 3.1.1. Soient A = (al]);qu et B = (bl]);jm deux matrices de méme
type (n, m) sur K. Par définition de I'égalité d’applications, on a

A =B < aj; = bjpourtouti € {1,...,n},je{l,...,m}.

Définition 3.1.2. Soit A = (ﬂij)lgi,jgn une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans
K. On dit que A est diagonale si tous ses coefficients situés en dehors de la diagonale
principale sont nuls, c’est-a-dire : V(i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} (i #j) = (a;; = 0)
On dit que A est triangulaire supérieur si

V(i,j) e {1,...,n} x{1,...,n} (i>])= (a;=0)

On dit que A est triangulaire inférieure si

V(i,j) € {1,. . .,n}z (i< ]) = (ai]- =0)

10 O
Exemples3.1.2. A= | 0 0 0 | estune matrice diagonale de M3(R).
00 -2
52 -1
A=10 3 0 est une matrice triangulaire supérieure.
0 0 -6
—i 00

A

8 4 0 | estunematrice triangulaire inférieure.

0 50
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3.2 Opérations sur les matrices

Définition 3.2.1. Soient A = (”11)§;§Z1 et B = (sz)gg’:n deux matrices de méme
type (n,m) sur . On appelle somme de A et B et on note A+ B, la matrice de type
(n,m) sur K définie par :

1<i<n

A+ B = (a;+ bijh iz,

Soit « € K. On appelle produit de A par « et on note «- A. Ot aA, la matrice de type

(n, m) sur K définie par :

3.2.1 Structure d’espace vectoriel sur M (K)

L'ensemble M (K) muni de 'addition et de la multiplication par un scalaire pos-

séde une structure d’espace vectoriel sur K.

Remarquons que si A = (al])EE’:n € M (K) alors

n m
SR

i=1.4=1
Ou la matrice E(/) design la matrice de M (IK) dont tous les termes sont nuls a

I'exception du terme placé a la i-eme ligne et a la j-eéme colonne, qui vaut 1.
K

Par exemple :

2 -3 10 01 00 00
=2 -3 +4 -1
4 -1 00 00 10 01

Donc les matrices {E()} engendrent ainsi M (KK), elles forment une famille libre

n,m

d’ou B = {EGVISISN - ogt yne base de M (K) et dim M (K) =n x m.

Mp,m(K) I=j=m n,m

Les coefficients 4;; est donc les coordonnées de A par rapporta E (&),
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3.2.2 Produit matriciel

1<i<m

Soient A = (a,-]')lgign une matrice de type (n,m) sur K et B = (bij)1<j<p

1<j<m une

matrice de type (m, p) sur K. On appelle produitde A et B, et que'onnote A x B,

la matrice A x B = (CIJ)E;E’; olt ¢jj = > /. b, pourtous i € {1,...,n} et

je{l,...,p}
Remarque 3.2.1. Le produit A x B n’est défini que si le nombre de colonnes de A est

égal au nombre de lignes de B.

On retiendra le schéma suivant :

A xB =C
(nm) — (mp)  (np)
2 1
) 2 1
Exemples 3.2.1. Soient A = 1 2|, B= ,ona
12
—i 3
3 4i
AXB=1| 242 i+4
i 7

Proposition 3.2.1. Soient n,p,q, m quatre entiers naturels non nuls.

-Pour tout A de M(K) et pour tous B,C de M(K)
n,p pA

Ax(B4+C)=(AxB)+(AxC)

-Pour tous B,C de M (K) et pour A de M(K)
np Iz

(B+C)x A=(Bx A)+(Cx A)

-Pour tout A de M (K), pour tout B de M(K) et pour tout C de M (K)
np pA q.m

Ax(BxC)=(AxB)xC
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Démonstration. Chacune des démonstrations est longue mais ne présente pas de

difficulté. Elle utilise principalement la distributivité de * . sur —i-]K. O]

3.2.3 Transposition de matrices

Définition 3.2.2. Soit A une matrice de type (n, m) sur IX. On appelle matrice transposé
de A et on note A! (ou parfois ' A), la matrice de type (m, n) sur K obtenu a partir de A

en échangent les lignes et les colonnes.

1 -1
, 1 2 4
Exemples 3.2.2. Si A = ,alors TA=Al= | 2 0
-1 0 5
4 5
1
SiA=1| o ,alorsAt:(l 0 4)
4
5
SiA:<5 6 1>,alors At=1| 6
1

Proposition 3.2.2. Soient n,m, p trois entiers naturels non nuls.

1. VAe M(K) ; (A)f =A

2. VA,B€ M (K) ; (A+B) = Al 4+ B!

3. VAE%(]K); (a-A)f =a- Al

4, VAG%(K) , VBE%(]K); (AxB)!= !B x A

Définition 3.2.3. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur K.

-On dit que A est une matrice symétrique si A" = A.
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-On dit que A est une matrice antisymétrique (ou alternée) si A’ = —A.
De méme A = (a;j)1<ij<n estantisymétrique lorsque

V(Z,]) € {1,. . .,Tl}z ; Aji = —4ajj.

125
Exemples 3.2.3. La matrice A = | 2 4 3 | de M(R) est symétrique, tandis que la
3
530
0 2 -5
matriceB=| —2 0 4 de M(R) est antisymétrique.
3
5 -4 0

3.24 Sous-espaces supplémentaires dans M(IK)

Toute matrice carrée peut s’écrire de maniere unique comme la somme d’une ma-

trice symétrique et d’une matrice antisymétrique, en effet VA € M(K)

A=1/2(A+A) +1/2(A-A")

symétrique antisymétrique

Désignons par S(IK) (respectivement A (KK)) ’ensemble des matrices symétrique
(respectivement antisymétrique) d’ordre n a coefficients dans K . Ces deux en-
sembles constituent deux sous-espaces vectoriels du K—espace vectoriel M(K).

Ona g(]K) nA (K) ={ 18 0 } car la seule matrice qui est a la fois symétrique et

antisymétrique est la matrice nulle donc: S(K) & A(K) = M(K).

n n

3.2.5 structure d’anneau sur M(IK)

L'ensemble M(IK) muni del'addition et la multiplication de matrices est un anneau

qui n’est pas commutatif (sauf si n = 1). En effet,
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10 01 11 01
Soit A = et B = ,donc A X B = + =
11 10 10 11

Bx A

3.2.6 Puissance K-iéme d’une matrice

Pour toute matrice A € M(KK), on pose A? = I,,, et Ve € N

ATt — A8 A

J

A =AxAx...xA

e—fois

La matrice A® s’appelle puissance e-ieme de A.

Proposition 3.2.3. Soit A une matrice carrée a coefficients dans K.
1.VeeN , Ve €N ; AF x AS = Acte

2.VeeN , Ve €N, (A = A

3.VaeK,VeeN; (a.A)f = af A°

Remarque 3.2.2. Si D est une matrice diagonale c’est-a-dire D = (a11,a2, ..., 0nn)

alors, pour tout € € N ; D® = (ai;,a5,,...,a5,).

3.2.7 Formule du binome de Newton dans I’anneau (M(K), +, x)

Soient A,B € M(K) .Si A x B = B x A alors, pour tout m € IN :

m
(A+B)"=> C, A" B
e=0

m!
(m—e¢)! e!

ot ,pour tout ¢ € {0,...,m}, le coefficient binomial est défini par : C;, =
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3.3 Déterminant d’une matrice carrée

Par souci d’alléger ce cours, nous décidons de ne pas démontrer les résultats et les

propositions que nous allons énoncer.

3.3.1 Déterminant d’ordre 2

. a1 a2 . , ¢ . .
Soit A = une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients dans K. On
az1 ax

appelle déterminant de A et on note det(A), le scalaire
det(A) = anaxp — a1y

Par convention, si n =1 c’est-a-dire A = (ay1), alors det(A) = aq;.

3.3.2 Déterminant d’ordre 3

a1 diz 413
Soit A une matrice carrée d’ordre 3 a coefficient dans K. A = | a,; ax» a3

asz1 dzp 4as3
Pour i,j € {1,2,3}, on note Ajj le déterminant de la matrice carrée d’ordre 2

obtenu en suppriment dans A la i-éme ligne et la j- éme colonne.

2 6 1
Exemples 3.3.1. A=| 5 —1 2
3 0 1
-1 2 5 2 5 —1
My = = -1, Aip = = -1, A3 = =3,
0 1 31 3 0

21
Az,z = =—1 ... etc.
31
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Définition 3.3.1. Soit A € M3(IK). On appelle déterminant de A et on note det(A), le

scalaire
3

det(A) = Z (—1)i+j ajj Ai,j
=1

oit 'indice i prend une valeur quelconque entre 1 et 3.

On dit que I'on a développé le déterminant suivant la i-éme ligne. Par exemple, si on prend

i =1 alors
det(A) = Z?:l (—1)1+ja1j Al,j
= (-DYlap A + (=D 2ap A1p + (=) 3 a3 A15
azy a3 az1 a3 az1 a
aszp as3 az1 4as3 az) asp
2 6 1
Exemples 3.32. A=| 5 —1 2
3 0 1
2 6 1
-1 2 52 5 —1
det(A)= 5 -1 2 = 2 — 6 + 1
0 1 31 3 0
3 0 1

- 2(=1) — 6(—1) +1(3)

3.3.3 Déterminant d’ordre n

Un déterminant d’ordre n se décompose en une combinaison linéaire de n déter-
minant d’ordre n — 1, ces derniers se décomposent chacun en une combinaison
linéaire de n — 1 déterminant d’ordre n — 2, et ainsi de suite jusqu’a s’étre ramené

a l'ordre 3.

Proposition 3.3.1. Pour tout A € M(K), det(A") = det(A).
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3.3.4 Déterminant d’'une matrice triangulaire

Proposition 3.3.2. Le déterminant d'une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure)

est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

Corollaire 3.3.1. Une condition nécessaire et suffisants pour qu’une matrice triangulaire

soit inversible est que ses coefficients diagonaux soient tous non nuls.

Proposition 3.3.3. Pour tous A, B € M(K), ona
det(A x B) = det(A) x det(B)
En particulier, si A est inversible alors det(A™1) = 1/det(A)

Propriétés de déterminant

1.

Si tous les éléments d’une méme rangée (ligne ou colonne) sont nuls alors le

déterminant est nul.

. Sil'on permute deux rangées du méme type alors le déterminant change de

signe.

. Si I'on multiplie par & € K tous les éléments d’'une méme rangée alors le

déterminant est multiplié par «. En particulier pour tout a € K et pour tout

A€ M(K); det(aA) = a” det(A).

. Si une rangée s’écrit comme une combinaison linéaire des autres rangées du

méme type alors son déterminant est nul. En particulier, si deux rangée pa-

ralléles son égales alors le déterminant est nul.

. Le déterminant ne change pas lorsque 1’on ajoute a une rangée une combinai-
]

son linéaire des rangées du méme type, a I'exception de la rangée considérée.

Remarque 3.3.1. Les propriétés du déterminant que nous venons d’énoncer sont tres

utiles dans les calculs. En effet, avant de procéder au développement par rapport a une

colonne ou a une ligne, on a souvent intérét a faire apparaitre le plus de zéros sur la ligne

ou la colonne par rapport a laquelle on a choisi de développer.
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1 2 4
Exemples 3.3.3. A= | 5 0 0 | ondéveloppe par rapport a la deuxieme ligne, on
1 -1 6
trouve
1 2 4
2 4
det(A)=1|5 0 0|=-5 = —5(16) = —80
-1 6
1 -1 6

Définition 3.3.2. Soit A € M (K). On appelle déterminant d’ordre ¢ extrait de A tout
déterminant d’une matrice carrée d’ordre € déduite de A par suppression de n — e lignes

et m — e colonnes.

Proposition 3.3.4. Soit A € M (K) non nulle. Le rang de A est le plus grand entier r tel

qu’il existe un déterminant non nul d’ordre r extrait de A.

3.4 Inverse d’une matrice

Proposition 3.4.1. Pour qu’'une matrice carrée soit inversible il faut et il suffit que son
déterminant soit non nul. En d'autres termes, A € GL(K) < det(A) # 0
d'oit GL(K) = {A € M(K)| det(A) # 0}

3.4.1 Comatrice d'une matrice

Définition 3.4.1. Soit A € M(K) une matrice carrée d'ordre n > 2.

On appelle comatrice de A et on note co(A), la matrice carrée d’ordre n définie par

C11 C12 ... Cin

€1 Cp ... Cop
co(A) = (¢ij)ijefr,.ny =

Ci’ll an . o Cnn
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tel que ci; = (=1)"" A;j pour tout (i,j) € {1,...,n}> oit A;;j est le déterminant

d’ordre n — 1 en supprimant la i-eme ligne et la j- colonne.

1 03
Exemples 3.4.1. Soit A= | 2 4 0
01 2
€11 €12 €13 +A11 —D1p +A1 § —4 2
c0(A)=| e ¢ 3 | =| —Do1 +h2p —hy3 | = 3 2 -1
€31 €3 €33 +A31 —Asp +Ass -12 6 4

3.4.2 Application au calcul de I'inverse d'une matrice carrée

Proposition 3.4.2. Soit A € M(K) une matrice carrée d’ordre n. Si A est inversible alors

A=l =1/det(A) tco(A)

3.5 Exercices

Exercice 1 : Considérons les matrices a coefficients réels :

1 1 2 1 -1 1
2.1 1 2
A = , B = ,C = 1 0 1|, D= 1 0 11,
2 1 -2 —4
1 -1 0 0 1 0
-1 -1 1
E =
1 0 1

Si elles ont un sens, calculer les matrices AB, BA,CD, DC, AE,CE.
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Exercice 2 : On Considere les deux matrices A et B définies par :

1 -3 6 0 01
A=16 -8 12 |,B=|1 0 3
3 -3 4 110

1. Calculer A> + A —2I3,B3 — 3B + Is.

2. En déduire que les deux matrices A et B sont inversibles et donner leurs
inverses.
1 -2 -2
Exercice 3:Soit A = ;| —2 1 -2 [.Calculer A’A. La matrice A est-elle
-2 -2 1

inversible ? Si oui, quel est son inverse ?

Exercices supplémentaires

Exercice 4 : On consideére les matrices a coefficients réels :
1 3 4 -3 -1 4 -3
A = , B = C —
2 4 -2 1 1 -2 1

1. Calculer s’ils ont un sens les produits AB, BA, AC,CA,BC,CB, B2.

2. En déduire, sans plus de calcul, que A et C sont inversibles et préciser leurs

inverses.

Exercice 5: On Considére les deux matrices P et Q définies par :

1 11
r=1111/|.,Q=
111

(I+P)

ANy
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1. Calculer P2, PQ, QP en fonction de P.

2. Calculer (413 — P)Q, Q(4I3 — P), que peut-on déduire ?

1 0
Exercice 6 : Soit A = 0 0
0

S = O

-1
1. Calculer A%, A3, A3 — A2+ A — I5.

2. Exprimer A~! et A* en fonction de A%, A et I5.

3 0 1
Exercice 7:Soit A= | —1 3 —2 |.Calculer (A — 2I3)3, puis en déduire que A
-1 1 0

est inversible et déterminer A~! en fonction de A?, A et I;.
Exercice 8 : On considére A € M, (R) vérifiant A3 — I,, = 0,.. 0,, est la matrice nulle

dans M, (R)
1. Exprimer (A + I,;)° en fonction de A.

2. En déduire que (A + I,,) est inversible (on exprimera (A + I,,) ! en fonction

de A).

Exercice 9 : Calculer par la méthode de Gauss l'inverse des matrices suivantes,

lorsqu’elle existe :

Exercice 10 : Dans M3(RR), on considere les matrices
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et B= A+ 3.

1. Exprimer B? en fonction de B.

2. En déduire A2 en fonction de A.

3. La matrice A est-elle inversible ?

Exercice 11 :

(A —3I,)(B — 2I,) en déduire que AB = BA.
-Existe-t-il des matrices A, B € M,,(K) vérifiant AB — BA = I,

3.6 Solutions

Exercice 1:

21
21

AB =

BA =

1
-2

2

)

(

1
—2

(

2
—4

21
2 1

00
00

6
-12

)
)

Soient A,B € M,(R) telles que AB = 2A + 3B. Calculer

Rq : Le produit matriciel n’est pas commutatif en générale.

CD =

DC =

1
1
1

1

2
1
0

1
1
0

-1
0
1

2 1
1 0
0
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21 -1 -1 1 -1 -2 3
AE = = .
21 1 0 1 -1 -2 3

Le produit CE n’a pas de sens.

1 -3 6 0 01
Exercice2:SoientA=| 6 -8 12 |,B = 1 0 3

3 -3 4 110
1 -3 6 1 -3 6 1 3 -6
1-A2=| 6 -8 12 6 -8 12 | =] -6 10 —12
3 -3 4 3 -3 4 -3 3 -2
1 3 -6 1 -3 6 -2 0 0
A2+ A—-2]; = -6 10 —12 6 -8 12 |+ 0 -2 0
-3 3 =2 3 -3 4 0 0 -2
000
= 000
000
001 00 1 110
BZ=| 10 3 103]|=]12331
110 110 10 4
110 001 10 4
B3=B2B=]| 3 3 1 103 |=1]41 12
1 0 4 110 4 4 1
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10 4 0 0 -3 100
B3-3B+I; = [ 41 12|+ 3 0 —9|+]010
4 4 1 -3 -3 0 001
2 01
= 1123
112
2-On a

A2+ A-2I3=0 = A2+ A =20
= AT+ A)=15
1 14
= §A2+§A—I3
= AGA+lB)=(QA+iBA=5

Donc A est inversibleet A~ = 1A + %13

Ona
201
B3-3B+L=|12 3 |=B+2h
112

B3—3B+I3=B+2; = B*-3B+I3—B-2l3=0
= B3—4B=1L
= B(B?>—4I3) = (B> —43)B=1I;
Donc B est inversible et B~ = B2 — 4];.
1 -2 =2 1 -2 =2
Exercice3:SoitA=4%| —2 1 -2 |etA'=1| -2 1 -2
-2 -2 1 -2 -2 1
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1 -2 -2 1 -2 -2
ALA=AA" = 5| 2 1 -2 2 1 -2
2 2 1 2 -2 1

9 00

= 3|09 0

009

100

= o010

00 1

Donc A estinversibleet A~ = Al = A



Chapitre 4

Matrices et applications linéaires

4.1 Matrices des applications linéaires

41.1 FEcriture matricielle d’une application linéaire

Définition 4.1.1. Soient E un IK—espace vectoriel de dimensions finie m muni d’une base
Be = {e1, ez, ...,em}, F un K— espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base
Br = {f1, f2, -, fu} €t f une application linéaire de E dans F.

On appelle matrice associée a f relativement a Bg et Br la matrice de type (n,m), notée

Mg, g, (f) ou M(f, Bg, Br), et définie par :

a1 a2 ... Am

ar1 dzp ... Aoy
Mg, (f) =

anl ﬂnz e anm



107 CHAPITRE 4. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

telle que

(

f(e1) = anfi +anfo+ ... + anfu
fle2) = arnfi +axnfo+ ... +anfu

f(em) = almfl +a2mf2 + ... +anmfn

\

Exemple 4.1.1. 1- Soit f : R?> — R3 I'application linéaire définie par :

X—=Yy
X

f = 2x + 4y
Y

-y

La matrice associée a f relativement i la base canonique de R? et la base canonique de R3

est :
a1 a1
M6R2,§R3 (f)=| an ax
azy as2
Telle que
1 0
CRZ - {el - 62 = }
0 1
1 0 0
re={fi=| 0|, =1 ]|,fs=]0 |}
0 0 1
Ona:

1
fler) =f ( ! ) =| 2 | =1A+2/+0f3 =anfi +axfo+azfs
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—1
0
fle2) = f ) =| 4 | =-1i+4fr+-1fz=apnfi +axnfr+axnfs
—1
1 -1
D’oil Meoes(f) =12 4
0 —1

2-Soit f : Ro[x] — Ry [x] I'application définie par :
f(P)=P+(X-1)P

La matrice associée a f relativement a la base canonique de Ry |[x] est une matrice de type

(3,3) (carrée) ; G, = {1, X, X2}

a1 di2 413
MC]R2[x] (f) = az1 Az a3

az1 4azz ass

1=(1x1)+(0xx)+(0xx?) =ay1+ayx+axnx?
=2x—1= (—1><1)—|—(2><x)+(0><x2):a121+a22x+a32x2

flx
f(x?) =22+ (x—1)2x = (0x 1)+ (=2 x x) + (3 x x2) = ay31 + axpx + az3x>
1 -1 0
D’ont M(:Rz[x] (f) =10 2 =2
0O 0 3

Remarque 4.1.1. Soit f : E — F une application linéaire
- La matrice associée a I'application linéaire f dépend des bases choisies de E et de F
La matrice associée a I'application identité de E relativement a n’importe qu’elle base de E

est la matrice identité d’ordre n. Autrement dit Mg (idg) = I,, pour tout base de E
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4.1.2 Ecriture matricielle d’une égalité vectorielle

Soit E un K— espace vectoriel de dimension finie m muni d’une base
P

m
Be = {ey, e, ...,em }. Soit x € E donc x = 3 xe;.
i=1

On appelle matrice colonne X (vecteur colonne) associé au vecteur x la matrice de

type (m,1) constitué des coordonnées x1, X, ..., X, du vecteur x dans la base Bg.

On le note parfois MgE (x). Autrement dit

X1
C X2 -
Mg (x) =X = _ oux = leiei
: i=
Xm

Proposition 4.1.1. Soient E un IKX— espace vectoriel de dimension finie m muni d’une
base B, F un IK— espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base Br et f une
application linéaire de E dans F, si A = Mg, p.(f) alors I'égalité vectorielle : y = f(x)
s’écrit, relativement au base B et Br, sous la forme matricielle Y = AX ont X est la

matrice colonne associée a X et Yest le vecteur colonne associé i Y.

Exemple 4.1.2. Soit A la matrice associée a I'endomorphisme f de Ry [x] donnée par :

010
A=100 2
000

f : ]R,Z[X] — Rz[x]
P Q=f(P)

Alors

oit P =ag+ a1 X +ayX?et Q = by + b1 X + b X?

I'écriture matricielle de 1égalité vectorielle Q = f(P) est :
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bO aop b() 010 ap a1

bl =A ay = bl = 0 0 2 ai = 2612

by as by 000 a 0
ay

Propriétés

Proposition 4.1.2. Soient E, F deux IK—espaces vectoriels de dimensions finies, Bp une
base de E et Bp une base de F, Si f et g sont deux applications linéaires de E vers F, & € K,

et B € Kalors
Mg, g (af + Bg) = aMpy g (f) + BMp, 5. (8)

En particulier, si E = F et Bt = B = B alors

Mp(af + Bg) = aMg(f) + BMp(g), Mp(af) = aMp(f)

4.1.3 Isomorphisme d’espaces vectoriels entre Li(E,F) et

M, (K)

Proposition 4.1.3. Soient E et F deux IX—espaces vectoriels de dimensions respectives m

et n. L'application

MatBE,Bp : ﬁ]K(E,P) — Mn,m(]K)
f — MatBE,BF(f),

ol B est une base de E et Br est une base de F est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Cette application est en effet injective puisque de 'égalité matri-

cielle : MBE/BF (fl) = MBE/BF (fz) ou f1 et fz dans ,CK(E, F)
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il vient immédiatement f1(e;) = fa(e;) pour tout j € {1,2,..,m} et donc fi(x) =
f2(x) pour tout x € E.
Il est surjective puisque pour toute matrice A € My, ,»(K) il existe f € Lx(E, F) tel

que Matp, g, (f) = A. 1l suffit de considérer I'application linéaire f définie par

Vie{L2,...m} fle)> ajjfi
i=1

De plus d’apreés la proposition précédente, cette application définit un morphisme
d’espace vectoriel Lk (E, F) dans My, m(K).

C’est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels O

Remarque 4.1.2. Cet isomorphisme dépend du choix des deux bases B et B, il n’est
donc pas unique.

Remarquons que dimLg (E, F) = dimMy, ,(K) = n x m = dimE x dimF.

Proposition 4.1.4. Soient E,F et G trois IK—espaces vectoriels de dimensions finies.
Soient B base de E, Br base de F et Bg une base de G, si f est une application linéaire de

E vers F et g de F vers G alors

MB;,Bs (g Of) = Mg, B (g) X MBE,Bf (f)

Conséquences : Soient E un IK—espace vectoriel de dimension n muni d"une base
B, f un endomorphisme de E et A € M, (K), on vérifie, par récurrence sur K que
si A = Mp(f) alors A® avec ¢ € IN* est la matrice associée a f¢ relativement a B ot
on a noté

AP =AXAX...xAetf¢=fofo...of

e—fois e—fois

4.14 Rang d’une matrice rectangulaire

Définition 4.1.2. Soit A une matrice de type (m, n) sur I on appelle rang de A, et on note

rgA, le rang de la famille des n vecteurs correspondant aux colonnes de A, dans I'espace
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vectoriel IK™. En d’autres termes,

VgA = rg(CLCZ/ T ;Cn)

oit, pour j € {1,2,...,n}, c; désigne le vecteurs de K™ dont les coordonnées dans la base

canonique sont rangées dans la j—eme colonne de A

2 2 2 2
Exemple 4.1.3. Soit A= | 4 0 |alorsci=1| 4 |etco=1] 0
01 0 1

on les deux vecteurs cy et cp sont linéairement indépendants donc rgA = 2.

4.1.5 Isomorphisme entre K—espace vectoriel E et K"

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie 7, muni d’'une base B =
{e1,€2,-- - ,en}. Cet espace vectoriel est isomorphe a I’espace vectoriel K" via l'iso-
morphisme
(PBE . E — K"
X1
n
X =) xje; —
i=1

Xn

un tel isomorphisme ¢p, n'est pas unique car il est subordonné au choix de la base

de BE

Proposition 4.1.5. Si A est une matrice de type (n, m) alors
rgA < min{m,n}

Démonstration. Par définitionrgA = rg(c1,¢2,- -+ ,cn) = dimy (vect(cy,c2, -+ ,cn))

donc on a d’une part rg(c1,cp,---,cq) < n puisque les vecteurs cq,¢p, -+ ,Cy
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ne sont pas nécessairement linéairement indépendants et d’autre part
rg(c1,¢o,+ -+ ,cn) < m puisque vect(ci,cp, -+ ,Cn) €St un sous espace vecto-
riel de K™, d’ou

rgA < min{m,n}

O

Proposition 4.1.6. Soit A une matrice rectangulaire, si f est une application linéaire de
E dans F avec E un K—espace muni d’une base Bg et F un IK—espace muni d’une base

By, telle que A = Mg, g, (f) alors rg(A) = rg(f)

Proposition 4.1.7. Le rang d’une matrice A et celui de sa transposée sont égaux. Autre-

ment dit : r¢A = rgAl.

4.1.6 Matrices carrées inversibles GL,(K) = GL(n, K)

Définition 4.1.3. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur IK

- On dit que A est inversible (régquliére) s'il existe une matrice carré d’ordre n sur K, notée
A~ est appelée matrice inverse de A, telleque A=' x A= I, et Ax A~ =1,

On note GL(n, ) I'ensemble des matrices inversibles d’ordre n.

- Lorsqu’une matrice carrée n’est pas inversible, on dit qu’elle est singuliere.

Remarque 4.1.3. Soit A une matrice carrée d'ordre n sur I, s’il existe une matrice B
d’ordre n sur K telle que B x A = I, alors on peut en déduire directement que A est
inversible, son inverse est alors la matrice B, et il n’est pas nécessairement dans ce cas-la

de vérifier I'autre égalité, a savoir que A X B = I,.

Propriétés

1. Si une matrice carrée A est inversible alors sa matrice inverse est elle-méme

inversible et (A~1)~! = A.
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2. Si A et B sont deux matrices carrées inversibles du méme ordre, alors la

matrice A x B est inversible et (A x B)"! = B~1 x A~!

3. Si une matrice carrée A est inversible alors sa matrice transposée est elle-

méme inversible et (Af)~! = (A~1)L.

Démonstration. 1. Evident

2. On vérifie

(B'xA)x(AxB) = B 'x(A'xA)xB car (x) est associative
= B 1xI,xB car A=Y est linverse de A

= B 1xB=1, car Bl est linverse de B

dot (AxB)"!=B"1xA"!

3. Soit A une matrice carrée inversible d’ordre #, on a

AlxA=1, = (A 'xAl=1I =1,
= Alx (A V)=1,

d’ott A! est inversible et (Af) =1 = (A1)}

La matrice associée a une application linéaire bijective est-elle inversible ?
La réponse est oui d’apres la propositions ci-dessous

Proposition 4.1.8. Une application linéaire f sur IK—espace E de dimension finie dans un
K—espace F de méme dimension est bijective si et seulement si, la matrice carrée associée a

f relativement a des bases quelconques B de E et Br de F, est inversible. Si f est bijective

alors (Mp, g, (f)) ™' = Mg, 5. (f 1)
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Démonstration. Mp, g, (f) X Mp.p,(f 1) = Mp,(fo f1) = L. O

Proposition 4.1.9. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit inver-

sible et que son rang soit égale a son ordre. Autrement dit
A€eGL(nK)<=rgA=n

Démonstration. Soit E un IK—espace vectoriel de dimension n muni d"une base B,

considérons I'endomorphisme f de E dont la matrice associée relativement a B est

A.

On a donc
AeGL(nK) & f est Dbijective
& rgf=n
& rgA=n
O
11 1
Exemple 4.1.4. La matrice A = 0 —1 1 | estinversible car son rang est 3
-1 0 1
, 1 1/2 , .
La matrice n'est pas inversible car son rang est 1
2 1

Proposition 4.1.10. Soit A une matrice de type (m,n) sur K.
1. SiB € GLy(K) alorsrg(B x A) =rgA
2. SiC € GLy(K) alors rg(A x C) = rgA

3. SiB e GL,(K) et C € GL,(K) alorsrg(B x A x C) =rgA.

Démonstration. f bijective = rg(fog) =rg(g) =rg(go f). O
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4.2 Changement de bases

4.2.1 Matrice de passage :

Définition 4.2.1. Soit E un KK—espace vectoriel de dimension n et Bg, By deux bases de
E. On appelle matrice de passage de Bg a By la matrice carrée d’ordre n dont la j—eme
colonne est formées coordonnées dans B du j—eme vecteur de la base B.

Remarque 4.2.1. Si Bp = {ej, e, -+ ,en} et By = {e},¢€),--- e}, } la matrice de pas-

sage de B 4 By est donc la matrice P définie par :

a1 dip ... Ain

az1 dzp ... oy
P =

anl Elnz N ann

C’est une matrice carrée d’ordre n.

Exemple 4.2.1. On munit I'espace vectoriel R3 de la base Brs = {e1,e,e3} oit ey =

1 0 0
0 |,e0 = 1 |, etes = 0 | et dela base Bps = {e}, ey e3} oit e] =
0 0 1
1 1 1
0 |.eb=| -1 |, etef=1]1
-1 0 1

La matrice de passage de Bys d B est donnée par :

1 1 1
P = 0 -1 1
-1 0 1

C’est une matrice carrée d’ordre 3.
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Propriétés des matrices de passage

Définition 4.2.2. Soit E un IK—espace vectoriel muni des bases Bg et By. La matrice de
passage P de Bg a By est la matrice représentant 'application idg : E 5 x — x € E

relativement aux bases By et Bp. En d’autre termes P = MB/E,BE(idE)
(E,By) = (E, B)

Remarque 4.2.2. L'identité de E n’est pas la seule application linéaire que I'on peut as-
socier a la matrice de passage P de Bg a By. Considérons par exemple I'endomorphisme ¢
de E qui transforme Bg en By, C-a-d I'unique endomorphisme de E qui vérifie : ¢(e;) = e}
pouri=1---n. Alors P = Mg, (¢).

La matrice de passage est inversible car est une matrice associée a une application linéaire

bijective.

Proposition 4.2.1. Soit E un IK—espace vectoriel muni des bases Bg et Bf. Si P est la

matrice de passage de B a B} alors P~ Y est la matrice de passage de B} a BE.

Démonstration. Soit Q € GL,(XK) la matrice de passage de By a Bg C-a-d Q =
My, p; (idE)

Soit maintenant P € GL, () la matrice de passage de B a B c-a-d P = My, p, (idE).
Calculons Q x P

QOQxP = P= MBE,B%(idE) X MB%,BE(idE)
& My, p (idp o idg) = Mp, (idg) = I

Car la matrice associée a I’application identité relativement a n’importe quelle base
est la matrice unité.

On en déduit directement que P~! = Q. O
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4.2.2 Changement de bases pour un vecteur

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n muni des deux bases B =
{e1,e2,- -+ , ey} (ancienne base) et By = {¢}, ¢}, - - ,¢},} (nouvelle base). Soit x € E
dont ces coordonnées par rapport a Bg (resp par rapporta Br) sont (x1, X2, -« , X4) B,
(resp (xq, x5, - - rx;a)B% )-

La proposition si dessous nous donne les relations liant anciennes et nouvelles co-

ordonnées du vecteur X.

Proposition 4.2.2. Si X et X' désignes les matrices colonnes des coordonnées de x dans

les bases respectivement B et By et P est la matrice de passage de Bg a By alors X = PX’

Démonstration. -leére Méthode :
n
onax = ) xje; par rapport a la base B et
i=1

NE
}5:

x—Zx’e’@x = (x
(

(2

car e—z iei Vi€{l,--,n}

—.
Il
—_
-
;_\

/ / A4 ;
x-Pijei) car x; ne dépend pas de i

Il
M=
1t

~.
=l
—_

||
1L 0]
:M=

Pyxl)e

~.

n
DouVie{l,---,n},x;=> Pi]-x; c’est-a-dire
=1

(

X1 = ani + p12x£ + ...+ ]91,1JC51
Xy = po1X] + p2Xy + ...+ pauX;,

/ / /
xn — pnlxl —‘I_ ﬂnzxz + ves + pnnxn
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Ou encore, sous une forme matricielle plus compacte

X1 P11 P12 --- Pin Xq
!/
X2 . P21 P22 --- Pon X5
/
Xn Pn1 Pn2 --- Pun Xy

-2éme méthode :

D’une maniere plus concise,

idE : (E,B%) — (E,BE)

x — idp(x) = x

On sait que la matrice associée a idr est la matrice de passage P, en utilisant 1’écri-

ture matricielle, on a 1’équivalence suivante :

x = idg(x) & X = PX’

Exemple 4.2.2. Soit R3 muni de la base canonique Bys = {ey, ey, e3} et de la base Bl,, =

R3
1 1 1
{el,ef, e} avecel = | 0 |,eb=1| —1 |etef=| 1 |, considérons le vecteur
-1 0 1
x € R3 dont les coordonnées par rapport a Bs sont ( 3,6,9 >Bm3-
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On cherche les coordonnées de x par rapport a Bps.

3 11 1)\ (%
X=PX & [6|=] 0 —-11]|]|x
9 -1 0 1)\«
X} 1 1 =2 3
& |5 |=51 -2 1 6
A 11 1 9
xj=-3
& xh =0
xb =6

Donc les coordonnées de x par rapport a B, sont ( -3,0,6 >B/ 3
R

4.2.3 Effetd'un changement de bases pour une application linéaire

Théoreme 4.2.1. Soient E un espace vectoriel muni des deux bases Bg et By, F un espace
vectoriel muni des deux bases Br et By Soit f une application linéaire de E dans F. Alors
les deux matrices A = Mp,p.(f) et B = Mp; (f), toutes les deux du méme type,
vérifient I'égalité matricielle B = Q™1 AP, o1 P est la matrice de passage de B a Bl et Q

est la matrice de passage de Br a B.

Démonstration. - 1°* méthode :

On consideére une application f de E dans F ot 'espace E est de dimension n et
I'espace F est de dimension m.

On note X et X’ les matrices-colonnes de M,;; (KK) associée au vecteur x de E relati-
vement dans B et B}, alors X = PX’.

On note Y et Y/ les matrices-colonnes associées au vecteur y = f(x) € F relative-
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ment dans Br et B/, alors Y = QY’ ou encore Y/ = QY.
L'égalité vectorielle y = f(x) peut s’écrire

- relativement aux bases Bg et Br sous la forme matricielle
Y = AX (4.1)
- relativement aux bases B% et B} sous la forme matricielle

Y = BX' (4.2)

Y=AX & QlYy=Q'4X
& Y =Q 'A(PX')car Q'Y = Y'et X = PX’

& Y' = (Q 'AP)X’ car le produit matriciel est associatif.

En comparant la derniére égalité avec (4.2), on en déduit B = Q1 AP.

- 2 eme méthode :

L'égalité B = Q 'AP n’est rien d’autre que l’écriture matricielle de I'égalité fonc-
tionnelle f = idr o f oidg que l'on vérifie aisément puisque (idr o f o idg)(x) =

idp(f(idg(x))) = idp(f(x)) = f(x) pour tout x € E et que I'on schéma-lise par

(E/BE) f_> (F/BF)

idg T Lidp

/ /
(E, BE)idfOZdE:f (F, Br)

Donc
Mg, . (f) = Mp, p,(idp) X M, p.(f) X Mp, p, (idE)
d’ou

B=Q AP
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Corollaire 4.2.1. Soient E un espace vectoriel muni des deux bases Bg et By et f un
endomorphisme de E. Alors les deux matrices carrées A = Mg, (f) et B = Mp, (f)
vérifient I'égalité matricielle :

B=PlAP

oit P est la matrice de passage de B a Br.

4.2.4 Matrices équivalentes, Matrices semblables

Définition 4.2.3. Soient n et m deux entiers naturels non nuls.
- Soient A et B deux matrices rectangulaires de type (m, n) sur K.

On dit que A est équivalente a B si
3P € GL,(K),3Q € GL,(K)/B = Q AP
Soient A et B deux matrice carrées d'ordre n sur K. On dit que A est semblable a B si
3P € GL,(K)/B = P 1AP.
On dit également que A et B sont conjuguées.

Remarque 4.2.3. 1. Deux matrice de méme type sont équivalentes si est seulement si
elle représente la méme application dans des bases différentes.
En particulier deux matrices carrées et de méme ordre sont semblables si est seule-

ment si elles représentes le méme endomorphisme dans deux bases différentes.
2. A et B semblables = A et B sont équivalentes.
Propriétés. La notion d’équivalence entre matrices de type (n, m) définit une rela-
tion d’équivalence sur M, ,,(KK). On a en effet les trois propriétés suivantes :

1. Toute matrice A de M, »,(K) est équivalente a elle méme (propriété de réflexi-

vité) puisqu’on peut écrire A = I, 1Al avec I, € GLy(K) et I, € GL,(K).
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2. Soient A et B deux matrice de M, ,,(K). Si A est équivalente a B alors B est
équivalente a A (propriété de symétrie). En effet. A étant équivalente a B, il

existe P € GLy(K) et Q € GL,(K) telles que

B=Q 'AP = QBP!=A (enmultipliant & gauche par Q et a droite par P~ 1)
= A=(Q ") 'Bp!

Avec P71 € GL,(K) et Q7! € GL,(K), vérifiant ainsi que la matrice B est

équivalente a la matrice A.

3. Soient A, B et C trois matrices de M,,,,(K), Si A est équivalente a B et B est
équivalente a C alors A est équivalente a C (propriété de transitivité ).

En effet, A étant équivalente a B
3P, € GLy(K),3Q1 € GL,(K)/B = Q' AP, (4.3)
De méme, B étant équivalente a C
3P, € GL,(K),3Q2 € GL,(K)/C = Q, 'BP; (4.4)
De (4.3) et (4.4), on obtient
C=Q,'Q'APIP, = (Q1Q2) 'A(P1P)

avec PP, € GLjy(K) et Q1Q2 € GL,(K). On a ainsi vérifie que C était équi-

valente 4 A.

Proposition 4.2.3. Soit A € My, ,(K). Une condition nécessaire et suffisante pour que

A soit de rang r et qu’elle soit équivalente a la matrice ], définie par :

Ir | Or,m—r
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Corollaire 4.2.2. Soient A et B deux matrices rectangulaires de type (n, m) sur K. Une
condition nécessaire et suffisante pour que A et B soient équivalente est que rg(A) =
rg(B).

Démonstration. Si A et B sont équivalentes alors elles ont de méme rang (puisque
qu’elle représente la méme application linéaire dans des bases différentes). Réci-
proquement, si elles ont méme rang, alors elles sont toutes les deux équivalentes a

la matrice J;. Elles sont donc équivalentes entre elles par transitivité de la relation

d’équivalence entre matrices. O
Corollaire 4.2.3. Pour tout A € My, (K),rg(A) = rg(A?).

Démonstration. Soit A une matrice de type (n,m) et de rang r, donc il existe P et Q,

P € GLy(K) et Q € GL,(K) telles que J, = Q AP, on a
=Q 'AP & = (Q 'AP)!
— PAYQ )
= PLAH(QH)!
& (PH~1JIQ! = A!, (en multipliant & gauche par (P!)~!
et a droite par Q') et, en passant au rang,

rg(A") = rg((P) 7' ;Q") = rg(J;)

puisque les deux matrices (P)~! et Q sont inversible, on en déduit alors que

rg(AY) =1, carrg(J) =r. O
4.3 Exercices

Exercice 1: Soit f : R*> — R? l'application linéaire définie par :

x\ [ x—y

Yy xX+y
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B = {e1, e} la base canonique de R? et soit B = {u; = e; + ey, 1y = e; — ep} une
q

autre base de R?.
1. Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique.
2. Déterminer le noyau de f , en déduire que f est bijective.
3. Déterminer f ! dans la base canonique, en déduire A"

4. Déterminer la matrice associée a f dans la base B’

Exercice 2 : On munit R3 de sa base canonique B = {ej, ey, e3}. Soit f 1’endo-
1 00
morphisme de R3 représenté dans la base B par la matrice A = 1 20
-1 0 2
-1
On donne dans R3 une autre base B’ = {e],e5, 5} telle que ¢f = 1 |,é) =
-1
0 0
1 |,e5=1]1
0 1

1. Donner I'expression de f dans la base canonique.

2. Donner P la matrice de passage de la base B a la base B/, puis calculer P~ 1.
3. Donner D = M(f, B'), en déduire f(¢}), f(¢}) et f(¢}) en fonction de e}, ¢} et e} .
4. Calculer D" puis A"(n € IN).

Exercice 3 : Soit f : R — R? I'application linéaire dont la matrice dans la base

0 1 0
canonique B = {ej,ep,esl est A = [ 0 0 1 |etsoit B = {u; = e1+ex+
1 -3 3

e3, Uy = ey + 2e3,u3 = e3} une autre base de R3.

1. Déterminer le noyau de f, en déduire que f est bijective.
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2. Déterminer P la matrice de passage de la base B a la base B'.

3. Déterminer T la matrice associée a f dans la base B'.

4. En déduire f(uq), f(uz) et f(u3) en fonction de uy, up et us.

5. Calculer T", puis A".
Exercice 4 : Soit f : Rp[X] — Ry[X] l'application linéaire définie par :

f(P)=P+(1-X)P' +2P".

Soient B = {1, X, X?} est la base canonique de Ry[X] et B’ = {P; = 1 - X, P, =
1,P; = 1+ 2X — X2} une base de R,[X].

1. Déterminer A la matrice associée a f dans la base canonique B.

2. Déterminer P la matrice de passage de la base B a la base B'.

3. Déterminer T la matrice associée a f dans la base B'.

Exercice 5 : On munit R? et R? de leurs bases canoniques respectives Bj et B;. On

considere les applications linéaires f : R3 — R? et ¢ : R® — R? définies par :

x X—y—z X
2x —z
flv |=] —x+y—z |etg| y =< )
—X—y+z
1. Déterminer M(f, By, B1) et M(g, B1, By).

2. Déterminer M(g o f, By, By) par un calcul direct et calculer g o f.

Exercice 6 : On munit R3 et R? de leurs bases canoniques respectives By = {e1,ep,e3}

et By = {f1, f2}. On considere I'application linéaires f : R?> — R? définie par :

f ; :<x+y>
z v
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1. Déterminer A = M(f, By, By).

2. Dans R? et R?, on définit deux nouvelles bases respectives B; = {e}, e, e5}

0 1 1
et By = {f], fo} tellesquee; = [ 1 [,eb= |0 [,ef=| 1 |etf]f=
-1 2 0

(2= (1)

. Donner P la matrice de passage de la base By & la base Bj.

. Déterminer la matrice de passage de la base B) a la base B.
. Donner Q la matrice de passage de la base B, a la base Bj.

. Déterminer la matrice de passage de la base B}, a la base B;.
. Déterminer la matrice D = M(f, B}, B)).

. En déduire f(e]), f(e5) et f(e}) en fonction de f] et f3.

Exercice 7 : Soit f : Rp[X] — Ry[X] I'application linéaire définie par :

/

f(P) = (X+1)P
Soient B = {1, X, X?} est la base canonique de Ry[X] et B’ = {P; = 1,P, = 1+
X,P; =1+ 2X + X?} une base deR,[X].
1. Déterminer A la matrice associée a f dans la base canonique B.
2. Déterminer P la matrice de passage de la base B a la base B'.
3. Déterminer T la matrice associée a f dans la base B'.

4. Calculer A2, A% et T" pour toutn € IN .

a

b
Exercice 8 : Soit E = { ( ; ) € Mra(R)/a+c=0 } Montrer que E est un

c

s.e.v de M;(R), donner une base de E et déterminer sa dimension.
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Exercices supplémentaires

Exercice 9 : Soit f : R®> — R3 l'application linéaire définie par :

X x+y
f Y = 2x —z
3x+y—z

B = {e1, e, 3} la base canonique de RR3.

Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique, déterminer le noyau et
I'image de f.

Exercice 10 : Dans R munit de sa bases canoniques B = {e1, e, e3}. On considere

I'endomorphisme f, défini par :

x x X +ay +a’z
Viy |eR:f|l v | = v+ 2az (a e R)
4
1. Donner M, = M(fa, B, B) et montrer que M, x M, = M, .
2. En déduire que Va € R, la matrice M, est inversible. (on remarquera que
My = I).

3. Calculer M (n € IN).

0 1 1 2
Exercice 11 : On note A = ,C = et f: Mp(R) - Ma(R)
2 -1 0 -1
une application linéaire définie par: f(M) = AM — MC.Montrer que B = {I;, A,C, AC}

est une base de M, (R) et déterminer M(f, B).

4.4 Solutions

Exercice 1:
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1. Tout d’abord on a

1 —1 e1
M;(Bga, Bg2) =
1 1 (0]

2. Lenoyaude f :

Kerf = g e]RZ/f(x)_<
y

<

|

= =2 R

m

=

N

~

Y

=2 =

+

I < <=

N————

—_—— I
Aoo

|
o o =
——

Donc f est injective et puisque f € £L(R?) alors f est bijective.

3. Déterminons f~! dans la base canonique :
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donc
f(x):(X> N x—y=2X
y Y x+y=Y
x e g
= _Y-X
Y 2
—1lx . ly
SR R
y=3Y—3X
Alors
f—l RZ — RZ
X X ix+1ly
— f—l A 2 2
Y Y 34— 3X
Donc

4 0 3
2
D’ou
1 1
A—1: 2 i el
1 1
2 2 ) @

4. La matrice associée a f dans labase B’ = {u; = e; + ey, up =1 —ep}

o~ f1)m= ()]

f<1>=<2>=041u1+[31u2,
f( _11>=<§>=0¢2M1+52M2,
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Donc
0
2

1

()-(2) - oo
)

a1+ p1 =0
N 1+ 81

al—ﬁlzz

061:1
=

p1=-1

() - )
|

0+ B =2
N 2+ B2
0(2*152—0
Déz—l
=
pr=1

Ainsi, la matrice associée a f dans la base B’ est donnée par

1 1 5%
M¢(B',B") =
f( ) ( -1 1 ) Un

1 00
Exercice 2:Soit f : R® — R?et A = My (Bgs, Bgs) = 1 20
-1 0 2

1. L'expression de f dans la base canonique.
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X

Soitu = | y | € R3ottu = xe; + yep + zes3, donc

fu) = flxer+yer +zes)
= «xf(e1) +yf(ex) +zf(e3) car f estlinéaire

1 0 0
= x| 1 +yl 2 | +z| 0
-1 0 2
X X
D’Ofl,f y = x+2y
z —x+2z
Ot bien on a
X x x 1 00 x
flyv =4y |=flv ]| = 120 y
z z z -1 0 2
X
= x+2y
—x+2z

2. La matrice de passage P de B a B’

On a P la matrice associé a l'application identité

Id : (E,B) — (EB)

x o Idx)=x

Pour calculer la matrice P, on écrivons €], e;, 5 en fonction de ey, e; et e3
-1 0 0

e = 1 =—et+e—ege,=|1|=ead=]1|=ea+e.
—1 0 1
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Ainsi, la matrice de passage est donnée par P = 1 11

Pour calculer la matrice P~1, on écrivons ey, e, e3 en fonction de e}, e ete;

/ / / / /
eg = —e1tex—es eg = e —e3te—e
e = e = e = el

/ — _ / /
e3 = ey +e3 e3 = e — e

/ / /
ep = —e +2e —e;
4 /
= e = e
— / /
D’ou
-1 0 O
-1
P = 2 1 -1
-1 0 1

3. La matrice D associée a f dans la base B

OnaD =P 1AP donc

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
D = 2 1 -1 1 20 1 11
-1 0 1 -1 0 2 -1 0 1
-1 0 O -1 0 0
= 4 2 =2 1 11
-2 0 2 -1 0 1
1 00
= 020
0 0 2

Et on en déduit que, f(e]) = ¢}, f(e}) = 2¢} et f(e}) = 2e5.

4. Calculons D" puis A"(n € IN).
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On a
D=P1AP = A=prDP!
= A" =pp"p-1
Donc
-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
A" = 1 1 1 0 2" 0 2 1 =1
-1 0 1 0o 0 27 -1 0 1
-1 0 0 -1 0 O
= 1 2n on 2 1 -1
-1 0 2 -1 0 1
1 0 0
= —142" 2" 0
1—-2» 0 2"
0 1 0
Exercice3:Soitf:IR3—>IR3etA:Mf(BR3,BRs): 0 0 1
1 -3 3

1. Lenoyau de f

-L'expression de f dans la base canonique.

X x X 0 1 O x
flv |=Alv |=flyv]|] = |0 o0 1 ||y
1 -3 3
y
- y4




135 CHAPITRE 4. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

Donc le noyau de f est donnée par :

X X 0
Kerf = y |eR/fl vy | =] 0
z 0
X y 0
= y | €eR3/ z =10
x—3y+3z 0
X y=0
= y | €R3/ z=20
z x—3y+3z=0
0
= 0
0

Donc f est injective et puisque f € £(R?) alors f est bijective.

2. La matrice de passage P de Ba B'.
Ona, u; = e; +ex + e3,up = ey 4 2e3, uz = e3, donc la matrice de passage est

donnée par :

!

I
_ =
N = O
_= O O

3. La matrice T associée a f dans la base B’.

OnaT =P AP
- Calculons P~ 1.
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On écrivons e, €3, e3 en fonction de uq, u; et us.

U
uz

u3

e1+e +e3

er + 2e3 =

€3

Ainsi, la matrice P~! est donnée par :

Donc

o O _ = O O
|
N
—_

e = uyp—up+2us—u;s
er = Uy — 2usz
e3 = us
e = up—up+ug
ep = Uy — 2us3
e = us
1 0 0
-1 1 0
1 -2 1
1 0 100
0 1 1 10
-3 3 1 21

Et on en déduit que, f(u1) = uy, f(up) = ug +up et f(uz) = up + us
-Calculons T" puis A"(n € IN).On a

1 1 0 010 1 0 0
01 1 = 0 0 1 -+ 01 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1
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Donc T" = (K + I3)". On remarque que la matrice K est nilpotente car :

010 010 001
K2=]1001 001 ]|=]000
000 000 000
001 0 000
K=]1000 =100 0
000 000 000

n .. .
T"=(K+13)" = > C,KI}' (Bindome de Newton)

i=0
= COK'I} + CLK I 1+ C2KPI 2+ ORI 2 - -
~7
— K0+n1<+—2!(;jz)!k2
— L+ nK+ Mg
Ce qui implique que
100 0 n 0 00 2
" = 010+ 0O0=n|[+]0O0 O
0 01 000 00 O
2_
1o
= 01 n
00 1
On sait que A" = PT"P~!, donc
100 1 n 25 1 0 0
Al = 1 10 01 n -1 1 0
1 21 0 0 1 1 -2 1
nzfn T’lzf n - T’lz n 712711
1 n won 1 0 0 ngZ 22+4 5
— 1 n+1 n22+n 1 1 0 — nzzfn 272271z n22+n
1 n42 n2+’§’n+2 1 -2 1 nz;_n —2n;—4n n2+gn+2
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Exercice 4 : Soit

f : Rz[X] — Rz[X]
P — f(P)=P+(1-X)P' +2pP"

1. La matrice associée a f dans la base B = {1, X, X?}
Ona
f(1)=1=1x(1)+0x (X)+0x (X?),
fX)=X+(1-X)=1=1x(1)+0x (X)+0x (X?),
f(X)=X2+(1-X)2X)+4=4x (1) +2x (X) -1 x (X?).

Donc la matrice associée a f dans la base B est donnée par :

1 1 4 1

Mf(Ble[X]’Bﬁz[X]): e X
0 0 -1 X?

2. La matrice de passage de B a B’

car
1-X=1x(1)=1x(X)+0x (X?)
1=1x(1)+0x(X)+0x (X?)
142X -X>=1x(1)+2x (X) —1x (X?)

3. La matrice T associée a f dans la base BB = {P} = 1—X,P, = 1,P; =
1+2X — X%}
On écrivons f(Py), f(P2), f(P3) en fonction de Py, P, et P3
f(P)=f(1-X)=0=a; x (1=X)+B1 x (1) +711 x (1+2X - X?), ce
qui implique que a; = 1 =71 =0
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f(P) = f()=1T=ayx (1—=X)+Bax (1) +72 x (1+2X — X?)
= o+ B+ 72+ (—a2 +272) X — 12 X?

w+prt+r = 1 a2 =0
—ay + 27 = 0 = ﬁzzl
72 = 0 7 =0

f(P3) = f(1+2X—-X?) =-1-2X+X?
= a3 x (1=X)+ B3 x (1) +73 x (1+2X = X?)
= a3+ Bs+ 73+ (—az+273)X — 13X>

a3+ pz+vs = —1 az =0
—a3+2y3 = -2 =4 P3=0
-3 = 1 13=-1

D’ou
00 0 P,

T = 01 0 Pz
00 -1 e

Exercice 5: Soient f : R® — R3 et ¢ : R? — R? définies par :
X X—y—z X
2x —z
flyv|= —x+y—z |etgl v | = ( >
—X—Yy+z

1. Déterminons M(f, By, B1) et M(g, By, By).
Ona
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0 -1
f(ez) = f 1 = 1 = —e1+e —e3,
0 -1
0 -1
fles)=fl o | =] -1 |=—e1—ex+es.
1 1
Donc
1 -1
M(f, By, Bl) = -1 1
-1 -1
Et

1
2
gler) =gl o (0) = 2¢ + 0¢),

0
0
glea) =gl 1 :(z)zOei—FZe’z,

Donc

M(g, By, By) = (

2. Déterminons M(g o f, By, By).

0
-1
e M) ()

20
0 2

-1
-1

)

€1

/
€

/
)
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M(go f,B1,By) = M(g, B1,B2) x M(f,By,Bq)
1 -1 -1
2 0 -1
— x| -1 1 -1
02 -1
1 -1 1

(3 -1 -3
-1 3 -3

et
x x
gofl v | =¢g|f| v
z
X—y—z
2zx—y=z)=(-x—y+2z)
=8| —xt+ty—z | =
2(—x4+y—z)—(—x—y+2z)
—xX—-y—+z
Ce qui implique
* 3 3
xX—y—3z
8of| y —( )
—x+3y —3z
z
X
. . 3 2 s . x+y
Exercice 6 : Soit f : R° — R~ définjepar: f| vy | =
y—2z

1. La matrice M(f, Bgs, Bg2)-

On a
! 1

fle)=f| o =<0)=1f1+0f2r
0
0 1

flea)=f| 1 =<1>:1f1+1f2,

o
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1 1 0
M(f'B]R3'BR2): <0 1 _1> 2,

2. La matrice de passage de By a B]

0 1 1\ e
P = 1 01 e
1 2 0/ e
car
0 1 1
=11 | =0+e—ezeb=1_0|=1le1+0e2+2e56,=1] 1 | =

~1
e1 + ez + Oes,

N
o

3. La matrice de passage de B| a By
On écrivons ey, e, e3 en fonction de ¢, e} et e}

e1 = i€ + Prey + 1e5 ce qui implique

1 0 1 1
0| =m]| 1 + {betay | 0 | +71| 1 |,donc
0 -1 2 0
pr+m =1 ap = —2
x&1+71 = 0 =4 p1=-1
—a1+2 = 0 v1 =2

ex = woe) + Poel + 126}, donc
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0 0
1 |=a| 1 [+B2] 0|+ ce qui implique que
0 -1

—ap+2p =

e3 = age] + P3ey + y3e; ce qui implique

Batr2 = ay =2
w+r = [32—1

0 0
0 | =a3 1 +B3 0 | +73 ,donc
1 -1
Bs+vs = 0 ag =1
azstys = 0 =4 fa=
—a3+2B3 = 1 v3 = —1

Donc la matrice de passage de Bj a B; est donnée par

Ot bien P! = 1/det(P) tco(P)

4. La matrice de passage de By a B),
01/ p
/ 1 / 1
Carf1: y :]_f1—|—0f2,f2: . :1f1+1f2,

5. La matrice de passage de B} a B,

Q! = 1/det(Q) fco(Q) ot det(Q) =




4.4 Solutions 144

1 -1
feo(Q) = ( ) ce qui implique que

6. La matrice D = M(f, B, B}).
On a M(f, B}, B}) = pass(B, — Ba)M(f, By, By) pass(B; — B) donc

M(f, By, By) =

Et on en déduit que, f(ey) = —f] +2f;, f(e3) = 3f] —2f, et f(e3) = f1+ f,
Exercice 7 : Soit

f : RQ[X] — Rz[X]
P +— f(P)=(X+1)P

1. La matrice associée a f dans la base B = {1, X, X2}

o

f(1)=0=0x (1) +0x (X)+0x (X?),
f(X)=X+1=1x(1)+1x (X)+0x (X?),
F(X?) =2X2+2X =0 x (1) +2 x (X) +2 x (X?).
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Donc la matrice associée a f dans la base canonique est donnée par :

010 1
Mf(B]Rz[X]/B]RZ[X]):A: 01 2 X
002/ X
2. La matrice de passage de B a B/
1 11 1
P = 01 2 X
001/ X

car

PP=1=1x(1)+0x (X)+0x (X?)
P=1+X=1x(1)+1x (X)+0x (X?)
P3=14+2X+X?>=1x (1)+2x(X)+1x (X?)

3. La matrice T associée a f dans la base B® = {P} = 1,P, = 1+ X,P; =
1+2X + X?}
On écrivons f(Py), f(P,), f(P3) en fonction de Py, P; et P3
f(P) =f(1)=0=ua; x (1) +B1 x (1+X)+ 79 x (1+2X + X?), ce qui
implique que a; = 1 =91 =0

f(P) = FA+X)=1+X=ayx (1) 42 x (1+X)+72 x (1+2X + X?)
= a+ B+ 72+ (B2 +272) X + 712 X>

m+pr+r2 = 1 & =0
B2+ 27 = 1 = Ba=1
72 = 0 72=0
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f(P) = f(1+2X+X?) =2+4X +2X?
= a3 x (1) +B3x (1+X)+73 x (1+2X + X?)
= a3+ B3+ 73+ (B3 +273) X + 13 X2

a3 +pst+rs = 2 a3 =0
Bat+2ys = 4 = p3=0
73 = 2 73 =2
D’ou
000\ P
002/ p
4. Calculons A2, A3 et T"
010 010
A2 = o1 2 01 2
0 0 2 0 0 2
01 2
= 0 1 6
0 0 4
01 2 010
A = [0 16 01 2
0 0 4 0 0 2
01 6
= 01 14
0 0 8
0 0 O
Puisque T est une matrice diagonalealors T" = | 0 1 0

0 0 2"
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a b
ExerciceS:SoitE{ ( ) e Mr(R)/a+c=0 }
c d

Montrons que E est un s.e.v de M (R),

00
1. Ona( )eEcarO+OO,alorsE7é®
00

2. Stabilité par rapport a '’addition

a b
A= LA =
c d

ensuite,

|
~
Q\ m\
SN
~
m
™

At A — a+a b+
c+c d+d |’

a+ad +c+d=@+c)+@+)=0=A+A €E
=0 =0

3. Stabilité par rapport a la multiplication

b
Soi’c)\GIRetA(lZ ) € E, alors
c d

Aa Ab
AA = ,
Ac Ad

AM+Ac=A(a+c)=AA€E
=0

en outre,

On conclut que E est un sous espace vectoriel de M, (R).
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- Base de E et sa dimension.

a b
E = € Ma(R)/a+c=0 3,
c d
a b
= GMz(R)/ =
c d
—c b
= € Mp(R)/b,c,d € R
c d
-1 0 1 0 0
= c +b +d /b,c,d € R
1 0 0 0 0 1
-1 0 0 1 00
= 1 0) \oo/) \o1
Ay Ap A3

Donc { A1, Ay, Az} est une famille génératrice de E.

Montrons que la famille { A1, Ay, A3} est libre :

Soient A1, Ay, A3 € R

() (- (2
1 0 0 0 0 1 00 A A3z 0 o

qui implique que A1 = Ay = Ay = 0.

Donc la famille {A1, Ay, A3} est libre et B = {A1, Ay, A3} est une base de E,

dim(E) = 3.



Chapitre 5

Systemes d’équations linéaires

5.1 Systémes d’équations linéaires

Définition 5.1.1. Soient n et m deux entiers naturels non nuls.
On appelle systéeme linéaire de n équations a m inconnus et a coefficients dans K (on dit

aussi un systeme linéaire de type (n, m) ou n X m) un systeme d’équation de la forme :

p

annxy + apxy + ... + AmXm = bl

dy1x1 + apxy, + ... + auxm = b
(5.1)

[ An1X1 + apxo + ... + apmxm = by

oil les inconnues sont les scalaire x1,xo,...,%y delK et oil les données sont les scalaires
aj de K pour1 <i<mn etl < j< mappelés coefficients du systeme linéaire) et les
scalaire b; de K pour 1 <1i < n (appelés seconds membres du systeme linéaire).

On appelle solution du systeme linéaire tout m-uplet (x1,xa, ..., Xm) € K™ qui vérifie les
n équations du systeme précedent.

Un systeme linaire est dit homogene si tous les seconds membres sont nuls.

Remarque 5.1.1. Notons S l'ensemble de tous les m-uplets (x1,x2, ..., xX,) € K™ véri-
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fiant les n équations du systeme (S). Donc S = (\i_; H; oi, pour touti € {1,...,n},

H; est le sous-ensemble de K™ défini par :
Hi = {(x1,x2, ..., xm) € K"/ apnx1 + apxz + ... + aimXm = bi}

Pour i € {1,2,...,n}, H; n'est pas, en général, un sous-espace vectoriel de IK" puisquil
ne contient pas le vecteur nul, sauf si b; = 0.
Un systeme linéaire de type (n,m) peut, soit ne posséder aucune solution, soit en posséder

une seule, soit en posséder une infinité.

Définition 5.1.2. On dit que deux systémes linéaires sont équivalents s’ils ont le méme en-
semble de solutions. Un systeme linéaire est dit déterminer (respectivement in-déterminer)

lorsqu'il possede une unique solution (respectivement une infinité de solutions).

5.2 La forme matricielle d’un systeme linéaire

Un systéme linéaire de type (n,m) peut s’écrire sous la forme d’une équation ma-
tricielle (EM). Pour cela, considérons la matrice rectangulaire A € M (K) et les

matrices-colonnes X € M (K) et B e M (K) définies par :

a1 a1z ... 0 X1 by

ary a2 ... X2 by
A= , X = et B=

anl n2 .- Oum Xm b

donc on a I’équivalence suivante :
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)
apxy + apxa + ...+ AgpXm = b

axx1 + axnxy + ... + apXm = b

| amX1 4+ apxo + ... + apmxm = by

résoudre le systeme (5.1) revient a résoudre 1’équation matricielle (EM). Dans ce

cas il s’agit de déterminer toutes les matrices-colonnes X de Z\/{ (K) wvérifiant

(EM).

Définition 5.2.1. Un systeme d'équations AX = B avec A € M (K), X € M (K) et
BeM (K) est dit rectangulaire. En particulier il est dit :

- Carré si la matrice A est carrée.
-Triangulaire si la matrice A est triangulaire.

-Diagonal si la matrice A est diagonale.

Définition 5.2.2. On appelle rang d’un systéme linéaire le rang de toute matrice qui lui

est associée.

5.3 Systéeme de cramer

Définition 5.3.1. Un systéme linéaire est dit de cramer s’il est carré et s'il est de rang
maximal (c’est-a-dire : v = n = m).

Un systeme de cramer est aussi appelé systeme régulier.

Remarque 5.3.1. Un systeme de cramer est un systeme carré dont la matrice associée est

inversible, c’est-a-dire det(A) # 0.

Proposition 5.3.1. Un systéme de cramer posséde une seul solution X = A~1B.
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Exemples 5.3.1. Considérons dans R le systeme 3 x 3 suivant :

X1 — X3 =1 1 0 —1 X1 1
—X2+x3 =1 < 0o -1 1 X2 = 1
—xX1+2x =1 -1 2 0 X3 1

1 0 -1
Ona| 0 -1 1 | = —1 donclesysteme est de cramer
-1 2 0
X1 1 5
7 N _ —1 J— & -1 — 4 1 t
doit | x, | = A 1 |=|3|owA = T (A) co(A)
X3 1 4

5.4 Exercices

Exercice 1:

1. Résoudre le systeme suivant par deux méthode différente

+ Yy

2x
3x + 7y

2. Choisir la méthode la plus rapide pour résoudre les systéme suivant selon

les valeurs de a
ax + v =3
(@+1)x + 2ay = 2 '

Exercice 2 : Résoudre les systemes suivants

x + y — z =0 x + Yy + 2z
x -y = 0, x -y —
x + 4y + z = 0 x +

z

(a+1)x +
3a—1)x +

- 1 7

(a-1)y =
(a+1)y =

3x

—x +

X

+

y +
2y —
2y +

2z
3z

4
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Exercice 3 : Trouver les solutions de

3x 42z =

X+y+z+t =

0
3x+z+4+3t = 0
0
2x—y+z—t = 0

Exercice 4 : Etudier selon les valeurs de a et b, I'existence de solutions du systéme :

ax + by + z =1
x + aby + z = b
x 4+ by + az =1

Exercice 5 : Touver les réels a, b et c tels que pour tout polynome de degré < 3 on

ait :

4
/ P(x)dx = aP(2) + bP(3) + cP(4)
2

5.5 Solutions

Exercice 1:
1. -1 ére méthode : par les matrice.
Le systéme s’écrit :

21 X 5
AX = Y avec A = , X = etY = La solutions du
3 7 y 2

systeme est donnée par la formule suivante :

X=Aly
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-2 éme méthode : par les formules de cramer.

OnadetA =11 # 0 alors

5 1 2 5
2 7 3 2
X = =3 et y: = —1
2 1 2 1
3 7 3 7

2. Avant tout, on regarde s’il existe une solutions unique.

Le systemes admet une solutions unique si est seulement si le déterminant

a 1
est non nul. Pour le premier systéme le déterminant =a* -1,
2
as+1 2a
donc le systéme admet unique solution si a # +1, alors
3 1 a 3
2 2a 6a—2 . @412 —3a% +2a—3
X = = e = ==
a 1 a2 —1 / a 1 a2 —1
a?+1 2a a*>+1 2a
x 4+ y =

3
) impossible. Donc il

Sia = 1 alors le systemes devient
2x + 2y =

n’y a pas de solution.

-x + = 3
Sia = —1 alors le systémes devient Y , impossible. Donc
2x — 2y = 2
le systeme n’admet pas de solution.
.\ N , . a+1 a-1
Pour le deuxieme systeme le déterminant = 4a
a—1 a+1

Sia # 0 alors
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()= ()4 (2 22 ()

Sia = 0iln’y a pas de solutions.

Q= Q-

1 1 -1
Exercice 2 : Pour le premier systéme le déterminant | 1 -1 0 | = —7 # O alors
1 4 1
x 0 0
y =410 |=|o0
0 0
1 1 2
Pour le deuxiéme systeme le déterminant | 1 -1 -1 | = —1 # 0, alors le sys-
1 0 1
teme admet une unique solution
t
x 5 -1 -2 1 5
y |=A" 1 ]=-| -1 -1 1 1
3 1 3 =2 3
-1 -1 1 5 3
=—1 -2 -1 3 1 1=12
1 1 -2 3 0
3 -1 2
Pour le troisieme systeme le déterminant | -1 2 -3 | = 18 # 0, alors le sys-
1 2 1
téme admet une unique solution
t
X a 8 -2 —4 a
—a |y | =] 5 1 7 b
YT ~ 18 N
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8 5 -1 a 8a+5b—c¢
1 1
=18 -2 1 7 b BT —2a+b+7c
-4 -7 5 c —4a —7b + 5c¢
Exercice 3 : Soit
3x +2z = 0
3x +z+ 3t =0
x+y+z+t = 0
2x—y+z—t = 0
3 0 2 O
. X . 3 0 1 3 . j
Le déterminant du systeme = 0, alors on utilise la méthode du
1 1 1 1
2 -1 1 -1

pivot de Gauss pour trouver les solutions du systeme

y + t + x + z = 0 L
3y + 3t + z = 0 L
-y — t 4+ 2x + z = 0 L3

3x + 2z = 0 Ly

On commence le pivot de Gauss avec les opérations L, — 3Ly — L, L3 + L1 — L3

pour obtenir :

y +t + x + z =0
—3x — 2z =0
3x + 2z =0
3x + 2z = 0

Les trois dernieres ligne sont identiques, on se ramene donc a un systéme avec 2

équations et 4 inconnues :

y +t + x + z =0
—3x — 2z =0
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Nous choisissons x et ¥y comme parameétres, alors z = ’73x ett = %x —y les

solutions sont donc

-3 1
{(x,y,z= Tx,t = Ex—y)/x,y € R}

Exercice 4 : Soit

ax + by + z =1
x 4+ aby + z = b
x + by 4+ az =1
On applique la méthode du pivot de Gauss
x + by + az =1 L4 x + by + az = 1 Ly
X 4+ aby + z = b L, & b(a=1y + (1—a)z = b—-1 Ly« L,—1L1
ax + by + z =1 L3 b(l—a)yy + (1-a?)z = 1-a L3z« Ly—al,
x + by + az =1 Ly
< ba—1)y + (1—a)z = b-1 Ly
2—a—a*)z = b—a L3+ L3+,
. b— .
Sia # leta # —2alors2—a—a> # 0,donc z = 5, etsib # 0 alors
y= %, et avec la premiére ligne on en déduit que x = 1 — by — az.

Doncsia # 1eta # —2etb # 0 alors il existe une unique solution (x,y, z)

-Sia = 1 alors le systéme devient

x + by + z = 1
0 = b-1
0 = b-1

Sib # 1iln’y a pas de solution. Sia = 1 et b = 1 alors I'ensemble des solutions est

{1-—y—2zyz/yze R}
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Sia = —2 alors le systéme devient
x + by — 2z = 1
-3y + 3z = b-1
0 = b+2
Sib # —2iln’yapas de solution. Sia = —2 et b = —2 alors le systéme devient
x — 2y — 2z = 1
6y + 3z = -3

On choisit y comme parametre, alors le systeme admet une infinité de solutions

{(-1-2y,y,-1-2y/y € R}.

Sib = 0 alors on obtient z = % = 5—“— (impossible ), alors dans ce cas le sys-

teme n” admet pas de solutions.

Exercice 5 : - Calculons l'intégrale

4
[ P(x)dx = aP(2) + BP(3) +4P(4) ott P(x) = ax® + bx? + cx + d, donc
2

4

4 3 2

/P(x)dx = [ax— vty dx]3 = 60a + %b + 6¢ + 2d.
4 3 2 3

2

D’autre part

aP(2) + BP(3) + yP(4) = (Ba +27B + 64y)a+ (4a + 9B+ 167)b+ (2a + 3+ 4y)c+ (a + B+ y)d
Ce qui donne

(8a +27B + 647)a + (4a + 9B + 167)b + (2a + 3B+ 4y)c + (a + B+ 7)d = 60a + b + 6¢ + 2d

Ce qui équivaut a

x+ B+ = 2
20 +3+4y = 6
du+9p+16y = %

8 +27B+ 64y = 60
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On utilise la méthode du Pivot

a+pB+y = 2 I at+p+y = 2 Ly

20 +38+4y = 6 L - B+2y = 2 Ly Ly—2L,
da+9B+16y = 2% I3 56+12y = 32 L+ L3—4L;
8a+27+64y = 60 Ly 198 +56y = 44 L4+ Ly—8L1
a+B+y = 2 Ly

B+2y = 2 Ly« L,

2 = % L3+ L3-5L,

18y = 6 Lg+ Ly—8L1

Do

S/

=

I
o
=

I
U\Dlﬂk
<

I

QR

I
W=
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