N° attribué par la bibliothéque

Université de Saida - Dr Moulay Tahar
Faculté des Sciences
Département ' : MATHEMATIQUES ?

Laboratoire : Géométrie, Analyse, Controle et Applications

Algebre 1

Exercices corrigés

Polycopie destiné aux étudiants de premiére année Mathématiques et

Informatique

Fayssal Charif*

Date: 2023

1. Site web : https :/ /www.univ-saida.dz/dpt-maths/
2. E-mail : dpt-maths.sci@univ-saida.dz
3. E-mail : mat.faycal@hotmail.fr



Table des matiéres

Introduction générale

1 Eléments de Logique

1.1 Exercices . . . . . . . . . e e e e e e e e
1.2 Solutions . . . . . . . . ...
1.3 Exercices supplémentaires . . . . .. .. ... ... 0L,

2 Ensembles et Applications

2.1 EXercices . . . . . .. e e e e e e
2.2 Solutions . . . . .
2.3 Exercices supplémentaires . . . . . ... ... Lo oL

3 Relations, Structures algébriques

31 Exercices . ... ... ... ... e
32 Solutions . . .. ... ... .. ..
3.3 Exercices supplémentaires . . . . ... ... ... L.

4 Examens

Bibliographie

18
18
21
30

32
32
35
53

55

60



Introduction

Ce manuscrit est destiné principalement aux étudiants de premiere année Ma-
thématiques et informatique, ainsi qu’a toute personne ayant besoin d’outils d’al-
gebre de base.

Nous y présentons différents exercices d’algébre de degré de difficulté variable,
avec des corrigés détaillés.

Le lecteur y trouvera aussi des exercices supplémentaires et quelque sujets d’exa-
mens sans corrigeé.

Son contenu propose des exercices résolus qui conduisent 1’étudiant & une connais-
sance approfondie des notions de base de la logique. Vient ensuite des exercices
sur la théorie des ensembles, les applications et leur classification, les relations et
structure algébrique.

Nous espérons que cette modeste contribution soit utile pour le lecteur, en parti-

culier aux étudiants de premiere année Mathématiques et informatique.



Chapitre 1

Eléments de Logique

1.1 Exercices

Exercice 1.1 : Soient P, Q et R trois propositions.
1. Montrer que les deux propositions P = Q et PV Q sont équivalentes.
2. En déduire I’équivalence entre les deux propositions P = Q et P A Q.

3. Ecrire la négationde (PV Q) = R,PV Q = R.

Exercice 1.2 : Soient P, Q et R trois propositions. Vérifier que la proposition
((P= Q) A (Q= R))= (P = R) est une tautologie.

Exercice 1.3 : Soient P, Q et R trois propositions logiques. Montrer que :
1. PANQ)AR < PA(QAR)
2. (PVQ)VR< PV (QVR)
3. PA(QVR) & (PAQ) V (PAR)
4. PV(QAR) & (PVQ)A(PVR)

Exercice 1.4 : Soient P et Q deux propositions logiques. Montrer que :

1L (PAQ) & (PVQ),
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2. (PVQ) < (PAQ),
3. (P=Q)e (PAQ),
4 (P=Q)« (Q=DP),
Exercice 1.5 : Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a

valeurs réelles. Exprimer a 1’aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1. La fonction f s’annule.
2. La fonction f est la fonction nulle.
3. La fonction f est la fonction constante.
4. La fonction f n’est pas une fonction constante.

Exercice 1.6 : Soient f, ¢ deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quan-

tificateurs les expressions suivantes :
1. La fonction f est paire, La fonction f est impaire.
2. La fonction f est inférieure ou égale a la fonction g.
3. La fonction f n’est pas inférieure ou égale a la fonction g.
4. f n’ajamais les mémes valeurs en deux points distincts.
5. f est croissante.

Exercice 1.7 : Soient les quatre assertions suivantes
a)dx e R,Yy € R,x+y > 0. b)Vx e R,y € R,x +y > 0.
c)Vx € R,Vy € R,x +y > 0. d)3Ix € R,Vy € R, y* > «x.

1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?
2. Donner leur négation.

Exercice 1.8 : Ecrire les contraposées des implications suivantes et les démontrer. n

est un entier naturel, x et y sont des nombres réels.

1. Vn € N, (n premier = n = 2 ou n est impair) .



1.1 Exercices

2 Vx,yeR, (xy #0=>x#0 et y#0).
3.Vx,yeRx#y=(x+1)(y—1) # (x—1)(y+1).

Exercice 1.9 : En utilisant le raisonnement par contraposition ; Montrer que
1. Vn € N, n? pair = n pair.
2. Vx,ye R, x #2ety #2=xy—2x—-2y+4#0.

Exercice 1.10 : Montrer a l'aide du raisonnement par I'absurde que

%E—% est irrationnel, \/i est irrationnel.

Exercice 1.11 : Montrer par récurrence ce qui suit

n 1
L EK=14243+ - 4n= e,

k=1
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1.2 Solutions

Exercice 1.1:

1. Montrons que P = Q et P V Q sont équivalentes.

Pour montrer I'équivalence il suffit d’établir les tables de vérités. On a d"une

part :
P Q P=Q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1
et d’autre part :
P/ Q |P PVvQ
1 1 0 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

alors les deux proposions sont équivalentes.

2. Endéduit que P = Q & PAQ
Ona (P = Q) & (PVQ),alors

P=Q

I
o Il

> > <
Ol O ©
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3. Lanégationde (PV Q) = RetPV Q= R.

(PVQ)=R =

< S
<| <
S
<| <
x|

Il
]
>
©Ql
>
=

et

Exercice 1.2 : Premiérement il faut rappeler qu’une tautologie est une proposition
qui ne prend que la valeur "1".
Montrons que le principe de transitivité de I'implication est une tautologie, alors il

suffit d’établir les tables de vérité.

S
O
>
o
Y
O
O
4
=
&
Y
=
>
>
o~}
)
Y
O

el e L =N I =T B B
hS
_ = O R R =[O
v~}
R, R, R,r Ol |O|F
@)
== O|= || ||
g

O || O | O ||| |F
o ||, |, O |lO|F|F
oO|lRr | O|lRr ||~ |O|F
el el i

Alors la proposition est une tautologie.

Exercice 1.3 :
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1. Vérifiant (P A Q) AR < P A (Q A R) par la table de vérité :

PA(QAR)

QAR

(PAQ)AR

PAQ

& &
>

7_Q

(PVQ)VR = (PAQ)

D’apres (1)et (2), /\, V sont associatives.

ANB

PV (QAR)

QAR
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AVB

PA(QVR)

QVR

D’apres (3)et (4), A, V sont distributives.

1. (PAQ) < (PV Q),(loi de Morgan)

Exercice 1.4 :

On la démontre par table de vérité :

(@
SV

I
I~

|~

)
A,

[~

PAQ

Q
A,

PVQ
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3.
P| Q P=0Q P=0 P Q PAQ
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
4,
P=Q = PVQ
E?\/é
= QVP
= Q=P

Exercice 1.5:

1. La fonction f s’annule (possede une racine x*).

IX* el f(x")=0

2. La fonction f est la fonction nulle.

Vxel f(x)=0

3. La fonction f est la fonction constante.

ACeR/f(x)=c,Vx el

4. La fonction f n’est pas une fonction constante.
da,bel,a#b et f(a)# f(b)

Exercice 1.6 :
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—_

. La fonction f est paire
Vx € R, f(x) = f(—x)

La fonction f est impaire

Vx € R, f(x) = —f(~x)

N

. La fonction f est inférieure ou égale a la fonction g.

Vx € R, f(x) < g(%)

W

. La fonction f n’est pas inférieure ou égale a la fonction g.

dx € R, f(x) > g(x)

W

. f n’ajamais les mémes valeurs en deux points distincts.

V(x,y) €R? (x £y = f(x) # f(y))

5. f est croissante.
¥(xy) €R% (x <y = f(x) < f(y))

Exercice 1.7 : Soient les quatre assertions suivantes
a)Ix e R,VyeR,x+y>0. b)VxeR JyeR,x+y>0.
OVx €R,Yy €R,x+y>0. d)Ix€R,Vy€R,y*> > x.

(a) Fausse, car sa négation
Vx € R,dy € R, x +y < 0 est vraie,
étant donné x € R il existe toujours y € R, tel que x +y < 0, par

exempleonprendy = —(x+2)alorsx+y=x—x—2= -2 <0.

(b) Vraie, pour un x donné on peut prendre par exemple y = —x + 2 alors

X+y=x—x+2=2>0,sanégationestdx c R,Vy e R,x+y <0



13 CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LOGIQUE

(c) Fausse, par exemple x = —2 ety = —3, x +y = —5 < 0 sa négation est

dxeR,yeR,x+y <0
(d) Vraie, on peut prendre x = —2, sanégationest Vx € R, dy € R, y2 < x.
Exercice 1.8 :
1. La contraposée de n premier = n = 2 oun estimpair est: n pairetn # 2 = n
non premier.
Démonstration. Sin pair etn # 2 alors 2 divise n donc n n’est pas premier. [
2. La contraposée de (xy # 0 = x #0 et y #0)est:x =0ouy =0 =
xy = 0, démonstration triviale.
3. La contraposéede x #y = (x+1)(y—1) # (x —1)(y+ 1) est: (x+1)(y —

D=x-1y+1)=x=y

Démonstration. Si (x +1)(y—1) = (x —1)(y + 1), si on développe on trouve
xy —x+y=xy+x—ydonc2x =2y, doux =y. O

Exercice 1.9 :

1. La contraposée de n? pair = n pair est : n impair=- n? impair.

Démonstration. Soit n impair, on peut l'écrire n = 2p + 1 avec p € Z, donc

n?=02p+1)% = 4p>+4p+1
= 2(2p*+2p)+1
= 29+1;9=2p>+2p,q €7

alors n? est impair. O

2. La contraposée de x # 2 ety # 2 = xy —2x —2y +4 # Oest: xy — 2x —
2y+4=0=>x=2o0uy=2
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Démonstration. Si xy —2x —2y +4 = 0 alors (x — 2)(y —2) = 0 ce qui im-
pliquequex —2=0ouy —2=0,dotx =20ouy = 2. O

Exercice 1.10 : Montrons par 1’absurde

%nZ est irrationnel, \/_ 2 est irrationnel.

-Montrons premiérement que /2 est irrationnel.

Supposons que /2 est rationnel alors /2 = ? avec p € Z etq € Z*,(p,q ont le

méme signe) avec p et p sont premier entre eux alors v/2 = % = p? = 2¢°% ce

qui implique que p? est pair et d’apres I'exercice précédent on a montré que si
p? est pair alors p est pair, donc Ip’ € IN,p = 2p’ or nous avons p> = 24> donc

4p'? = 24 est par suite g> = 2p? donc g? est pair ce qui implique que g est pair,

/

alors 3¢’ € IN,q = 24%, en conclusion % = ;Z, ce qui contredit que p et g sont

premier entre eux car il existe un diviseur commun entre p et q (2) (contradiction).

alors v/2 est irrationnel.

}n2 est irrationnel.

On procede la méme facon que la question précédente, par 1’absurde on suppose

que %gg est rationnel alors %ﬁg g avecp € Zetq € Z*, p et g sont premier entre
eux. Alors Lﬂ% est rationnel, donc %ﬂ% :> gIn(2) = pIn(3) = 27 = 3P.

Sig > 1alors2 d1v1se 37, et par suite 2 d1v1se 3 absurde.

In2

Ins est irrationnel.

On en déduit que

Exercice 1.11 : Montrons par récurrence les deux propositions

3 (n+1)
P(n): > K=142+43+---+n="5"
k=1

i - _ . _ 1141
(a) vérifiant que P(1) est vraie : pour n = 1, on a bien que 1 = ( > )

n
(b) Supposons que P(n) est vraie (Hypothese de récurrence : Y K = 1+
k=1

2434 4+n= n(n2+1)) et montrons que P(n + 1) est aussi vraie.




15 CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LOGIQUE

n+1
Il faut montrer que >, K=1+2+3+---+n+1= (”+1)2("+2)
k=1
n+1
SSK = 14243+ +n+n+1
k=1 N~
P(n)
= w +n+1, parhypothese de récurrence
_ (m+2)(n+1)
= e

n
Alors pour tout entier naturel supérieur ou égalealona: > K=1+

k=1
n(n+1
2434 4n =200
2. P(n): S K2=12422 432 ¢ ... 2 = HrH)Cns]),
k=1
(o . A _ - 2 _ 10+D)M)+1)
(a) vérifiant que P(1) est vraie : pour n = 1, on abien que 1© = =————~———

(b) Supposons que P(n) est vraie (Hypothese de récurrence
n
K= 124224324+ 0?2 = w) et montrons que
k=1

P(n+ 1) est aussi vraie.
n+1

Il faut montrer que . K? = 12422+ 3+ .- +n2+ (n+1)? =
k=1
(n4+1)(n+2)(2n+3)
6
n+1
SSK2 = 12422437+ -+l (n+1)?
k=1 b
P(n)
= , par hypothese de récurrence
_ n(n+1)(2n+1)+6(n+1)?
= . ,
_ (n+)(n(2n+1)+6(n+1)) _ (n+1)(2n*+7n+6)
= 6 - 6 ’

(n+1)(n+2)(2n+3)
= z )
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16

n
Alors pour tout entier naturel supérieur ou égale 8 1ona: > K?
k=1

12 + 22 + 32 bt nz _ n(n+1)6(2n+1).
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1.3 Exercices supplémentaires

Exercice 1.12 : Soient P, Q et R trois propositions données.

1. En utilisant la table de vérité, vérifier que les propositions suivantes sont
vraies
(@ (P=Q)VR<& (PAR)AQ
b) (PAQ) & (P=Q)= Q.

2. Bcrire lanégationde ((PV Q) = R) = P, (PVQ) = R) = (QAR).

Exercice 1.13 : Les propositions suivantes sont-elles vrais ou fausses ?
1. Pour tout n € N il existe un x € R tel que x > 2n.
2. Il existe x € R tel que, pour toutn € N, x > 2n
3. Pour tout x € R, pour touty € R, si x> = y? alors x = y
4. Pour tout x € N, pour tout y € N, si x> = y? alors x = y

Exercice 1.14 : Montrer par récurrence ce qui suit

n
2. (2K —1) = n?
k=1

Exercice 1.15:

P . 1 .
1. Démontrer que pour tout entier 7, ”(”; ) est un entier.

2. Démontrer que, pour toutx € R, [x — 1| < x2—x+1.



Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Exercices

Exercice 2.1 : Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.

1. Simplifier 'expression F = (ANB)U (AN B)U(ANB), ou A, (B) est le

complémentaire de A, (B) dans E.
2. Montrer quesi AUB = AN B, alors A = B.

3. Montrer quesi AUB = BNC,alors A C B C C.

AUB = AUC
4. Montrer que < B=C.

ANB = ANnC

Exercice 2.2 : Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. On définit la différence

symétrique de A et de B, notée AAB par: AAB = (AUB)\(ANB)
1. Que valent AAA et AAD?
2. Montrer que AAB = (A\B) U (B\A).
3. Montrer que AAB = (ANB)U (ANB).

4. Montrer que (AAB)AB = A.



19 CHAPITRE 2. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

5. Vérifier que AAB = AAB = AAB et AAB = AAB.

Exercice 2.3 : Soient A et B deux parties de R et f : A — B une application donnée
2x+1
par f(x) = 2L,
Déterminer A et B pour que f soit bijective et donner dans ce cas 1’expression de
f
Exercice 2.4 : Soit E 1’ensemble des parties finies de IN, et f une application définie
f: E —

N
par: telle que f(@) =0et f(A) =D jepksi A #Q.
A — f(A)

—

. Soit A, ={0,1,---,n}.Calculer f(A,).

N

. Montrer que f est surjective.

3. f est-elle injective ?

4. Déterminer f~1({3}).
Exercice 2.5 : Soient f et ¢ deux applications de N — IN définies par: f(n) = 2n et
o(n) = { n_% sz.' n est %mir,.

5 SsL. n est impair.
1. Etudier l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.
2. Calculer fogetgo f.

Exercice 2.6 : Soit f : E — F une application. A, B deux sous-ensembles de E et

C, D deux sous-ensembles F . Montrer que :

1. f(ANB) C f(A)Nf(B).
2. Si f est injective alors. f(ANB) = f(A) N f(B)

3. f(A) = f(A) & f bijective.

Exercice 2.7 : Soient E un ensemble et f une application de P(E) dans R, telle que

pour toutes parties disjointes A et B de E, on ait f(AUB) = f(A) + f(B).
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1. Montrer que f(®) = 0.
2. Montrer que pour toutes parties A et Bde E,ona f(AUB)+ f(ANB) =
f(A) + f(B).
Exercice 2.8 : On considere deux applications f : E — Fetg: F — G.
1. Montrer que si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.

2. Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.
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2.2 Solutions

Exercice 2.1 : Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.

1.

F = (ANB)U(ANB)U(ANB)
= (ANB)U(ANB)U(ANB)
= [AN(BUB)]U(ANB)
= AU(ANB)
= (AUA)N(AUB)
= EN(AUB)
= AUB

2. Montrons quesi AUB = AN B, alors A = B.
Pour montrer 1’égalité entre deux ensembles il est souvent pratique de mon-

trer une double inclusion, en effet

(a) Montrons que A C B
Soit x € A donc x € AU B or par hypothése ona AUB = AN B, donc
x € ANBetparsuitex € B,dou A C B

(b) Montrons que B C A
Soit x € B donc x € AU B et par hypothese ona AU B = AN B alors
x € AN B et parsuite x € A, donc B C A.

D’ou 'égalité.

3. Montrons quesi AUB = BNC,alors A C B C C.
Onsaitque A C AUBor AUB = BNC,donc A C BNC et par suite A C B,
d’un autre coté on saitque BC AUBor BNC = AUB,donc B C BNC, et
parsuite BC C,DouACBCC
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4. Montronsque{ AUB = AuC < B=C.
ANB = ANC
- <« """ évident.
RN
Montrons d’abord que B C C
Soitxe B=>x€ AUB&xec AUC={xec AVxeC}
-Si x € C alors nous avons montrer que x € B = x € C,d’ou B C C.
-Si x € A comme x € B alors x € AN B d’aprés hypothese on obtient que
x € ANC,donc x € C, alors nous avons montrer que x € B = x € C,d’ou
BcC.
Montrons que C C B.
D’apres la premiere inclusionona ANX = ANYet AUX =AUY = X C
Y,donc ANB = ANCet AUB =AUC & ANC =ANBetAUC =
AUB=CCB

Exercice 2.2 : Soit E un ensemble, A et B deux parties de E.

Tout d’abord il faut rappeler que A\B = AN B, donc AAB = (AUB)\(ANB) =

(AUB)N(ANB).
1. AAA et AND

AMA = (AUA)N(ANA)=ANA=0Q

AND = (AUQD)N(AN@)=ANE=A

2. AAB = (A\B)U (B\A) = (ANB)U(ANB)

AAB = (AUB)N(ANB)
= (AUB)N(AUB)
= [(AUB)NAJU[((AUB)NB)]
= [(ANA)U(BNA)U[(ANB)U(BNB)]
(
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3. (AAB)AB = A.

(AAB)AB

AAB

((AAB)UB) N ((AAB) N B)
[(AUB)N(AUB)UB]N[(AUB)N(AUB) N B]
[((AUB)N(AUB)UB]N[(AUB)NBN(AUB)]
[(AUB)N(AUB)UB]N[BN(AUB)]
[(AUB)N(AUB)UB]N[(BNA)U(BNB)]
[(AUB)N(AUB)UB]N(BNA)
[(AUB)N(AUB)UB]N(BUA)
[((AUB)UB)N((AUB)UB)]N(BUA)
((AUB)NE)N(BUA)

(AUB)N(BUA)

AU(BNB)=A
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AAB = (AABAB)AB
= (AAB)ABAB
)

= AAB

Exercice 2.3 : Soient A et B deux parties de R et f : A — B une application donnée
par f(x) = 2.

Déterminons A et B pour que f soit bijective.

-Domaine de définition: Dy = R — {1}.

-f est bijective si est seulement si f est injective et surjective.

-Soit f est injective.

f injective si est seulement si Vx1, x2 € Dy, f(x1) = f(x2) = x1 = x2.

Soient x1,x2 € Dy, 5 2l — 2otl o Qx4 1) (1) = (2 +1)(x — 1)

XQfl

= 2x1xp —2x1+xp—1=2xx1 —2xp +x1 — 1
= 3x1=3x=x1 =X

Alors Vx1,xp € R — {1}, f est injective.

-Soit f est surjective.

f est surjective si est seulement si Vy € Im(f),3x € Ds/y = f(x).

y=24tl = y(x—1)=2x+1
= xy—y=2x+1
= x(y—2)=y+1

Siy = 2 alors x n’existe pas.

Siy # 2alors x = g%

Ainsi f est bijective de R — {1} vers R — {2}.
L'application f~! est définit tel que .
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e R—{2} — R-{1}
_ 1
y o o— =15
Exercice 2.4 : Soit E 1’ensemble des parties finies de IN, et f une application définie

f: E — N .
par: telle que f(@) =0et f(A) =D caksiA #Q.
A — f(A)

1. Soit A, = {0,1,---,n}. Calculons f(A,).

nn+1)

f(Ay) =0+142+4..+n= 2

2. Montrons que f est surjective.
f est surjective si est seulementsi Vn € N,3A € E, f(A) =n
On prend A = {n} , alors f(A) = n,donc Vn € N,JA = {n} €
E tq f(A)=n,cequiimplique que f est surjective.

3. f est-elle injective ?
Soient A1 = {0,1,2} et Ay = {1,2}, alorson a f(A;) = f(A2) = 3 mais
A1 # Ay, d’ou f n’est pas injective.

4. Déterminons f~1({3}).
{8} = {A € E/f(A) =3} = {{0,1,2}, {1,2},{0,3}, {3}}

Exercice 2.5 : Soient f et ¢ deux applications de N — IN définies par : f(n) = 2n et

si n est pair,

oQ
—~
=
~
I
—_——
T
= NI

5= si n est impair.
1. -L'injectivité de f
Vxy,xp €N, f(x1) = f(xa) = 2x1 =2x
= X=X

D’ot f est injective.
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-La surjectivité de f

f n’est pas surjective car les nombre impair ne possédent aucun antécédent
dans IN.Donc f n’est pas bijective.

-L'injectivité de g.

Il est évident que g n’est pas injective, comme montre le contre exemple sui-
vant : Soient n; = 4 et np = 5, alors g(n1) = g(n2) = 2 mais ny # nyp.

-La surjectivité de g

Soitm € Nsim = %alorsn =2m € N,etsim = ”T_lalorsn =2m+1 €N,
alors Vm € IN,3n € N/g(n) = m, d’ou f est surjective.

Donc g n’est pas bijective.

2. Calculons fogetgof.
gof(x)=g(f(x)) =g(2n) = 27” = n car f est pair.
%) si n est pair,

foglx) = flgx)) = {
2(

si n est impair.

n si n est pair,
fog(x){

n—1 si n est impair.

Exercice 2.6 : Soit f : E — F une application. A, B deux sous-ensembles de E et

C, D deux sous-ensembles F . Montrons que :

1. f(ANB) C f(A)N f(B).
Siy € f(ANB) alorsy = f(x) ou x € AN B, donc x est dans A alors
f(x) =y € f(A) et x estdans B donc f(x) =y € f(B), il en résulte que y se
trouve dans f(A) et f(B) alorsy € f(A) N f(B), d’out l'inclusion f(ANB) C
f(A) N f(B)

2. Si f estinjective alors. f(ANB) = f(A) N f(B)
Si f estinjectiveetsiy € f(A) N f(B) alors on a y est dans f(A) donc il existe

x € Atel que y = f(x) et on a aussi y dans f(B), donc il existe x’ dans B tel
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que y = f(x’), alors on obtient que f(x) = f(x’) et puisque f est injective

on en déduit que x = x/, donc appartient a AN B, doncy € f(ANB), d’ou

lI'inclusion f(A) N f(B) C f(ANB).

D’apres la question précédente ona f(ANB) C f(A) N f(B), d’ou I'égalité.
3. f(A) = f(A) & f bijective.

- "=":Supposons que f est bijective , prenons A un élément de P(E) on doit

montrer une double inclusion ,

Soity € f(A), alors il existe x € A tel quey = f(x).

Supposons que y € f(A) alorsy = f(z) otz € A, alors f(x) = f(z) est par

l'injectivité de f on obtient que x = z, comme x € A etz € A alors cette

égalité est impossible et donc y ¢ f(A) ce qui implique que y € f(A).

Montrons maintenant ’autre inclusion, soit y € m, puisque f est surjec-

tive alors il existe x € E tel que y = f(x) mais x ¢ A car sinon x € f(A) ce

qui n’est pas vrais. Donc x € A ety € f(A).

-"< ” : Montrons que f est injective et surjective :

-Linjectivité de f

Supposons que x # y et posons A = {x},onay € A donc f(y) € f(A) C

f(A)or f(A) = {f(x)} donc f(x) # f(y). D’ott I'injectivité de f.

Montrons maintenant que f est surjective, si A = E, on sait que f(E) = f(E)

mais f(E) = f(®) = @, donc f(E) = @ & f(E) = @ < f(E) = F Clest-a-
dire f est surjective.

Exercice 2.7 : Soient E un ensemble et f une application de P(E) dans R, telle que
pour toutes parties disjointes A et B de E, on ait f(AUB) = f(A) + f(B).
1. Montrons que f(©®) = 0.
Soient A = @ et B = @ puisque A et B sont disjoints alorson a f(AUB) =
f(A)+ f(B),donc f(@) = f(D) + f(D), alors f(D) = 0.
2. Montrons que pour toutes parties A et Bde E,ona f(AUB) + f(ANB) =
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f(A)+f(B).

- Si A et B sont disjoints (évident).

-Si A C Bou B C A (évident).

Posons A] = A\B et By = B\ A, alors A; et AN B et By sont des partions de

A U B et ils sont disjoints, donc
f(AUB) = f(A1U(ANB)UB)

= f(A)+f((ANB)UB)

= f(A1) +f(ANB) + f(B1)
OnaA=A1U(ANB)etB= B U(ANB),alors f(A) = f(A1) + f(ANB)
et f(B) = f(B1) + f(ANB), donc
f(AUB) = f(A1)+ f(ANB)+ f(B1)

= f(A)=f(ANB)+ f(ANB)+f(B) - f(ANB)
On en déduit que f(AUB) + f(ANB) = f(A) + f(B).

Exercice 2.8 : On considere deux applications f : E — Fetg: F — G.

1. Montrons que si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.
Soienty,y’ € F,¢(y) = g(y') alors 3x,x" € E,y = f(x) ety = f(x’) car f est
surjective, donc

g(f(x)) =g(f(x") = gof(x)=gof(x)
= x=x' car gof estinjective
= f(x)=f(x') car f estuneapplication
= y=y
D’ot1 f est injective.
2. Montrons que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.
Soit yeF = g(y) €G et gof surjective
~ 3xeEgly) = gof(x)
= e Egy) =g(f(x))
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Puisque g est injective alors y = f(x), d’ou f est surjective.
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2.3 Exercices supplémentaires

Exercice 2.9 : Donner la liste des éléments de 1’ensemble P(P({1,2})).

Exercice 2.10 : Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.
1. Montrer que A\(BNC) = (A\B) U (A\C).
2. Montrer que A\B = A < B\A = B.
3. Montrer que si AAB = AN B, alors A =B = .

Exercice 2.11 : Soit f : E — E une application, et soit

S={XCE tq ff(X)=X).

1. Soit A C E, montrer que f1(f(X)) € S.
2. Soit A,B € S, montrerque AUB € Set ANB € S.
Exercice 2.12 : Soit I’application f de IN — 7 définie par :

si n est pair,

n+1 . . .
——5— Si n est 1mpair.

+ NI

f(n) =

Montrer que f est bijective.

Exercice 2.13:

1. Soient E, F, G trois ensembles, on consideére f1, f : E =+ Fetg: F — G trois

applications telles que g o f; = g o f» et g injective. Montrer que f; = f>.

2. Soient E, F, G trois ensembles, on consideére f : E — Fetgy,92 : F — G trois

applications telles que g1 o f = g2 o f et f surjective. Montrer que g; = g».

3. Soit f : E — E une application telles que f o f o f = f. Montrer que f est

injective si et seulement si, f est surjective.

4. Soient f : E — Fetg : F — E deux applications telles que f o g o f soit

bijective. Montrer que f et g sont bijectives.

Exercice 2.14 : On considere 'application f : E — F. Montrer que
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1. f estinjective si et seulementsi f1(f(A)) = A, pour toute partie A de E.
2. f est surjective si et seulement si f(f~1(B)) = B, pour toute partie B de F.
3. Montrer que f(f~'(B)) = BN f(E). Etudier le cas ot f est surjective.

Exercice 2.15 : On considere une application f : E — E telle que f(f(E)) = E.
Montrer que f est surjective.
Exercice 2.16 : Soit (E, <) un ensemble ordonné. Pour tout élément x € E, on
définit la partie ¢(x) = {t € E/(t < x)}.

1. Démontrer que Vx,y € E,x <y = ¢(x) C ¢(y).

2. Démontrer que ¢ est une application injective de E dans P(E).

3. Réciproquement soit ¢ est une application injective de E dans P(E). On dé-

finit la relation R par: Vx,y € E, xRy = ¢(x) C ¢(y). Montrer que R ainsi

définie est une relation d’ordre.

Exercice 2.17 : Soit E un ensemble ordonné possédant un élément minimum et
dans lequel toute partie non vide admet une borne supérieure. Soit f une applica-

tion croissante de E dans E.
1. Montrer que I'ensemble X = {x € E/(x < f(x))} est non vide.

2. Montrer que la borne supérieure a de X vérifie f(a) = a.



Chapitre 3

Relations, Structures algébriques

3.1 Exercices
Exercice 3.1 : Soit E un ensemble et soit A une partie de E. On définit dans P(E) la
relation suivante : XRY < AN X = ANY, pour tout X et Y dans P(E).

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Expliciter les classes d’équivalences des parties suivantes @, E, A, C#.

Exercice 3.2 : On définit sur R? la relation R définie par
(xy)R(x,Y) & xy =2y

Montrer que R est une relation d’équivalence. Quelle est la classe d’équivalence
de (x,y) € R? (sixy =0etsixy #0)?

Exercice 3.3 : Montrer que la relation R définie sur R par
Ry x> -y =x—y

est une relation d’équivalence. Déterminer la classe de x, pour x € R, en déduire

I'ensemble quotient.
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Exercice 3.4 : On considere la relation ‘R définie sur R* par xRy < % € IN*. Mon-
trer que R est une relation d’ordre, cet ordre est-il total ?

Exercice 3.5 : On considére la relation R définie sur R* par xRy < dn € N*/y =
x". Montrer que R est une relation d’ordre, cet ordre est-il total ? Déterminer les
majorants de {2,3} pour cet ordre.

Exercice 3.6 : On définit une loi de composition interne * sur R par :
axb=In(e"+¢e"); V(ab)eR?

1. Etudier l’associativité et la commutativité de cette loi.
2. Posséde-t-elle un élément neutre ?

Exercice 3.7 : Soit E = [0, 1]. On définit une loi * sur E par :
xxy=x+y—xy; VxyeccLE.

1. Montrer que * est une loi de composition interne commutative et associative.
2. Montrer que la loi * posséde un élément neutre.
3. Quels sont les éléments symétrisables ? réguliers ?
Exercice 3.8 : Soit (G, .) un groupe tel que x> = x.x = ¢,Vx € G.
-Montrer que G est commutatif.
Exercice 3.9 : Soit (A, +, x) un anneau de Boole c’est -a-dire un anneau non nul tel
que x* = x,Vx € A.(x?> = x X x)
1. Montrer que (x xy) + (y x x) = 0;Vx,y € A.
2. En déduire que x + x = 04, Vx € A et que I'anneau est commutatif.

3. Montrer que la relation binaire R définie sur A par xRy < y X x = x est une

relation d’ordre.

4. Montrer que x X y X (x +y) =04, Vx,y € A. Endéduire qu'un anneau de

Boole integre ne peut avoir que deux éléments.
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Exercice 3.10 : Soit (E, *) un groupe. Un élément x € E est dit idempotent si et

seulement si x * x = x.

1. Montrer que si x et y sont idempotents et commutent, alors x * y est idem-

potent.
2. Montrer que si x est idempotent, alors x ! est idempotent.

Exercice 3.11 : On munit A = R x R de deux lois définies par:
(xy)* (y) = (x+xy+y) et (xy)AR,Y) = (xx,xy' +xy)

1. Montrer que (A, *) est un groupe abélien.

2. Montrer que A est une loi commutative et associative.
3. Déterminer I’élément neutre de A pour la loi A.

4. Montrer que (A, %, A) est un anneau commutatif.

Exercice 3.12 : Soit n € IN* et soit I'application f : (R*, x) — (R¥, x) définie par
f(x) ="
-Montrer que f est un endomorphisme du groupe (R*, x ) et déterminer son noyau

et son image.

Exercice 3.13 : Soit f : (G, x) — (G, A) un homomorphisme de groupes.
1. Montrer que Kerf est un sous groupe de G.
2. Montrer que f est injective si et seulement si Kerf = {eg}.
3. Montrer que Imf est un sous groupe de G'.

4. Montrer que f est surjective si et seulement si Imf = G'.
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3.2 Solutions

Exercice 3.1 : Soit E un ensemble et soit A une partie de E. On définit dans P(E) la

relation suivante : XRY & ANX = ANY, pour tout X et Y dans P(E).

1. Montrons que R est une relation d’équivalence.
ANX=ANX& XRX

R est réflexive.

XRY & ANX=ANY
& ANY=ANX

& YRX
R est symétrique.
XRY ANX=ANY
=
YRZ ANY=ANZ
= ANX=ANZ
= XRZ

R est transitive.

Finalement R est une relation d’équivalence.

2. Classes d’équivalences de &, E, A, Cj:f‘.
Cl(®) ={X € P(E),XR®D}

XRO & ANX=ANQ
& ANX=0=XCA

Cl(®) = {X € P(E),X C A}
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CI(E) = {X € P(E), XRE}

XRE & ANX=ANE
& ANX=A=ACX

CI(E) = {X € P(E),A C X}
CI(A) = {X € P(E), XRA}

XRA & ANX=ANA
& ANX=A=ACX

CI(A) = {X € P(E),A C X}
CI(A) = {X € P(E), XRA}

XRA & ANX=ANA
s ANX=0=XCA

CI(A) ={X e P(E), X C A}

Exercice 3.2 : On définit sur R? la relation R définie par
(x,y)R(x,y') < xy =2y
- Montrons que R est une relation d’équivalence.
xy =xy & (%, y)R(xy)
R est réflexive.
(L REY) & xy =2y

< ¥y =y
& (L Y)R(xy)
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R est symétrique.

x/yl — xny//

7 I’

= xy=x"y

= (vy)R(H",y")

{ EYREY) { xy =
(xl,]//)R(x”,y//)

R est transitive.

Finalement R est une relation d’équivalence.

-Classes d’équivalences si xy = 0.

Cl(x,y) = {(x,y") € R, (x,y)R(¥,y)}

(xR Y) & xy=xy
s Yy =0==0AyYeR)V(Y =0Ax"€R)

Cl(x,y) = {(0,b),b e R} U{(a,0),a € R}
-Classes d’équivalences si xy # 0.

Cl(x,y) = {(x,y") € R% (x,y)R(¥, )}

(YR, Y) & xy =y
s Xy £0=x#£0Ny #0

Cl(x,y) ={(a,b),a,b € R*}.

Exercice 3.3 : Montrons que la relation R définie sur R par
Ry x>~y =x—y
est une relation d’équivalence.

—x2=0Ax—x=0 & x2—x2’=x—x

< xRx
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R est réflexive.

xRy & ¥*—yP=x—y
&~ -2 =-(y—x)
& P-xP=y—x
& yRx
R est symétrique.

R 2 2

YRy N oy =x=y

YRz Y —z2=y—z

R est transitive.

= X*T—zZr=Xx—-2z

= xRz

Finalement R est une relation d’équivalence.

-Classe d’équivalence de x pour x € R.
Cl(x) ={y € R, xRy}.

On cherche donc I’ensemble des y satisfaisant,

Poyr=x-y = (x—y(x+ty) =@x-y)
= (x—y)x+y)—(x—y)=0
= (x—y)lx+y)—-1=0=>y=xVy=1—nx.

Cl(x) = {x,1—x}

Saufsix =1—xalors x = 1, CI(3) = {3}.

L’ensemble quotient est I'ensemble des classes d’équivalence :

R/R={{x,(1—x)},x>

N[ =
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On est obligé de considérer x > %(ou x < %), car pour x > %, 1—x< % donc si on
considére x € R, on écrirait deux fois chaque classe.
Exercice 3.4 : On considere la relation ‘R définie sur R* par xRy < % € IN*. Mon-

trons que R est une relation d’ordre,

;zleN*(:)xRx

R est réflexive.

X *
¥
yRx > e NN*
= x=Y
R est antisymétrique.
X *
xRy y. = N
Y *
yRZ 7 eN
¥
= yxzeN
= Zcl*
= xRz

R est transitive.
Finalement R est une relation d’ordre.
Etudiant la nature de 1’ordre

L’ordre est total si Vx,y € E, xRy ou yRx, donc

H\Jﬁ_/, y €R" xRy AyRx, Car %,%%]N*,alors
=2 3

H\x/, y € R*, xRy VyRx,doncVx,y € R*, xRy V yRx.
=~

=2 5

Donc I'ordre n’est pas total, d’ot1 'ordre est partiel.
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Exercice 3.5 : On considere la relation R définie sur R* par xRy < dn € N*/y =

x". Montrons que R est une relation d’ordre,

dn eN ,x"=x< xRx

—~—
—1
R est réflexive.
xR dn € IN*, x" =
y , Yy
yRx dn’ € N*,y" =x
= 3n,n’ € N*(x")" =x
= 3Jn,n’ € N*x"™ = x
= In,n’ € N*x"™ —x=0
= 3n,n’ € N*x(x™1-1)=0
= m'—-1=0=>n=n"=1
= x=y
R est antisymétrique.
xR dn e N*, x" =
LN , y
YRz dn' e N*,y" =2z

= I, e N*(x")" =z
= In”" =nn' € N*x" =z

= xRz

R est transitive.

Finalement R est une relation d’ordre.

Etudiant la nature de 1’ordre

L’ordre est total si Vx,y € E, xRy ou yRx, donc

Pour x = 2ety = 3,Vn € N*,2" # 3 = 2R3 et Vn € IN*,3" # 2 = 3R2, donc



41 CHAPITRE 3. RELATIONS, STRUCTURES ALGEBRIQUES

dx,y € IN*, xRy A yRx ce qui implique que Vx,y € IN*, xRy V yRx, d’ot R n’est
pas une relation d’ordre total (une relation d’ordre partiel).

-Les majorants de {2,3}

2RM
3RM

M majorant de {2,3} < Vx € {2,3},xRM <

2RM Iy € N*,2M = M
=
3RM Iny € N*,3m2 = M

Donc I’ensemble {2,3} n’a pas de majorant car on a 1'unicité de la décomposition
en produit de facteur premier.

Exercice 3.6 :

1. L'associativité et la commutativité de cette loi *.

* est associative si et seulement si Va,b,c € R:a* (bxc) = (axDb) *

(axb)xc = In(e" +e)
= In(en( +e)
= In(e” +eb +¢)
= In(e” + eln(e"+¢))
= ax* (In(e? +¢%))
= ax(bxc)

D’otu1 * est associative.

x est commutative si et seulementsiVa,b €c R:axb =">b=xa,
axb=In(e"+e") =In(e’ +¢*) =bxa

Donc * est commutative.

2. Elément neutre : « € R est neutre pour la loi * si et seulement si Va € R :
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a*x =0axa=da,

axa=a = In(e"+e’)=a

= 4ol =¢f
= e*=0
=

a— —c0 &R

Donc I'élément neutre n’existe pas.
Exercice 3.7 :

1. Montrons que * est une loi de composition interne commutative et associa-
tive.
Pour montrer que * est une loi de compositions, il faut montrer que x * y =

x+y—xy € R— {1}, donc il suffit de montrer que x xy — 1 # 0

xxy—1 = x+y—xy—1
= (=D +y(1-x)
= (x—1)(1—y)#0 carona x#1 et y#1

D’ou1 * est une loi de composition interne.

* est commutative si et seulement si Vx,y € R — {1} :xxy =y *x,

Xxy = X+y—xy
= Y+X—Yx =yx*xx

Donc * est commutative.
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* est associative si et seulementsi Vx,y,z € R— {1} 1 x* (y*z) = (x*y) *z,

(xxy)xz = (x+y—xy)*z
= x+y—xy+z—(x+y—ay)z
= X+Yy—Xy+z—Xxz2—-Yyz+xyz
= x+(y+z—yz) —x(y+z—-yz)
= xx(y+z-yz)
= xx(yxz)

D’ou * est associative.

. Elément neutre : ¢ € R — {1} est neutre pour la loi * si et seulement si

Vxe R—{1}:xxe=exx=x,

Xke=x = X+e—xe=x
= e(l-x)=0

= e=0 car 1—x#0

Comme * est commutative alors 0 * x = x, donc 0 est 1’élément neutre.

. Element symétrique : soit e 'élément neutre pour *, un élément x € R — {1}
admet un symétrique (inverse), s'il existe x’ € R — {1}(ou x 1), tel que x *

X =x'xx=c¢

xxx' =0 = x+x—xx'=0
= ¥(1—x)=—x

= ¥ =2 cR-{1}

De plus, comme * est commutative alors x’ * x = 0, donc le symétrique de x
estx’ = 25 € R— {1}.

-x est régulier a gauche : pour toutx,y,z € R— {1}, xxy=x*xz=>y =z
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X*¥Yy=Xx%¥z = X+Y—XYy=x+z—-—x—-2
= y(1—x)=z(1-x)

= y=z
D’ot, tout x € R — {1} est régulier.
Exercice 3.8 : Soit (G, .) un groupe tel que x> = x.x = ¢,Vx € G.

. est associative,
(G,.) groupe: . posséde un élément neutre,
chaque élément de G admet un symétrique.
-Montrons que G est commutatif.

1

Onaxx = ealors x ! = xde méme y ! = yet (xy) ! = xy or on sait que

(x.y) "' =y Lx1, alors

donc (.) est commutative, ce qui implique que G est commutatif.

Exercice 3.9 : Soit (A, +, X ) un anneau de Boole tel que x*> = x,Vx € A.(x? = x x x)

1. Montrons que (x X y) 4+ (y X x) = 0;Vx,y € A.
Onax?=x,y?>=yet(x+y)? = (x+y) alors

(x+y)? = >+ +xxyt+yxx=x+y
= X+tYy+xxXy+yxx=x+y
= —(+y)+x+y)taxy+yxx=—-(x+y)+(x+y)
= xXy+yxx=0y

2. En déduire que x + x = 04, Vx € A et que I'anneau est commutatif.

Ona (x xy)+ (y xx) = 0;Vx,y € A., alors pour y = 1 on obtient que
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x+x =04 etdonc —x+x+x = —x+ 04, ce qui implique que x = —x
Pour montrer que 1’anneau est commutatif il faut montrer que (x) est com-
mutative (ie:x X y =y X x)

On a

XXYy+yxx=0y
= —(axy)+(xxy)+yxx=—(xxy) +04
= yxx=—(xxy)

= YXX=XXYy car X = —X

Donc (x) est commutative. Ainsi A est un anneau commutatif.

3. Montrons que la relation binaire R définie sur A par xRy < y X x = x est

une relation d’ordre.

X=xxx=x< xRx

R est réflexive.

xRy YXXx=x
YyRx XXY=y
= xXY+yxx=y+x=0y
= Yy+x=x+x car x+x=04

= y=x

R est antisymétrique.
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xRy YXx=x

4

YRz ZXY=y

= (zxy)x(yxx)=yxx

= zXy?Xxx=yXxx car X estassociative
= zZXYyXx=yXxx car Y=y

= YyXzxXxx=yxx car X estcommutative
= ZXX=X

= xRz

R est transitive.

Finalement R est une relation d’ordre.

4. Montronsque x X y X (x+y) =04, Vx,y € A, eten déduire qu'un anneau

de Boole integre ne peut avoir que deux éléments.

xxyx (x+y) = xXyxx+xxy?
= yX x% + x x yz car X estcommutative

= yxx+xxy=04 car ¥*=xy>=y

A est un anneau de boole intégre car

xXxyx(x+y)=0=x=0Vy=0vVx+y=0

x+y=04 = x+y=x+x car x+x=04
= y=x
ainsi lorsque on a choisit deux éléments de A, soit 'un des deux est nul soit

ils sont égaux.

Exercice 3.10 : Soit (E, *) un groupe. Un élément x € E est dit idempotent si et

seulement si x * x = x.
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1. Montrons que si x et y sont idempotents et commutent, alors x * y est idem-

potent.

(xxy)x(xxy) = xx*(yxx)xy car * estassociative
= x*(x*y)*y car Xky =y *X
= (x*xx)*(yxy) car * estassociative

= xxy car x,y sontidempotents

D’ot1 x * y est idempotent.

2. Montrons que si x est idempotent, alors x ! est idempotent.

(E,*) un groupe alors (x *y)~! = y~lxx71, etona x*x = x alors (x *

1 1 _ ,-1

x)'=x71, doncxtsxxt=x

D’ot1 x~! est idempotent.

Exercice 3.11 : On munit A = R x R de deux lois définies par :

(cy)« (' y) = (x+ 2 y+y) et (vy)AKY) = (', xy' +xy)
1. Montrons que (A, *) est un groupe abélien.

(a) *estassociative si et seulementsiV(x,y), (x,y/), (x",y") € A: [(x,y) *

(Y] (Y7 = (xy) () y) = (67, y")],

[, y) * ()] + (X" y") = (x+x"y+y)*(x",y")
(x+x"+x"y+y +y")
= (vy)x (" +x",y" +y")
(

x,y) (X, y) * (2", y"))]

D’ou * est associative.

(b) * estcommutative si et seulementsiV(x,y), (x',y') € A: (x,y)*(¥,y) =
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(', y") = (x,y),

(xy)x(X,y) = (x+xy+y)
= & xy +y)
= (¥ y) *(x,y)

Donc * est commutative.

(c) Elément neutre : (a,b) € A est neutre pour la loi * si et seulement si

V(x,y) € A:(x,y)*(a,b) = (a,b)*(x,y) = (x,y),
(v y)x(a,b) = (xy) = (x+ay+b)=(vy)
X+a=x a=20
= =
{ y+b=y { b=0
Puisque * est commutative alors (0,0) * (x,y) = (x,y), donc (0,0) est

’élément neutre de A pour la loi *.

(d) Element symétrique : soit (0,0) 1’élément neutre pour *, un élément
(x,y) € A admet un symétrique (inverse), sil existe (x',y’) € A, tel

que (x,y) % («/,v") = (¥, y') = (x,y) = (0,0), ces égalités équivalent a :

x+x =0=x"+x x' = —x
(x+x,y+y)=1(0,0)=x"+xvy+y) & &
y+y' =0=y"+y

Donc le symétrique de (x,y) est (—x, —y).
D’ot (A, *) est un groupe commutatif.
2. Montrons que A est une loi commutative et associative.

(a) Aestassociative sietseulementsiV(x,y), (x',v), (x",y") € A : [(x,y)A
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xx',xy’ + x'y) A", y")

1,01

(
(xx'x", xx'y" + x" (xy' + x'y)
= (xx'x", xx"y" + x"xy" +x"x"y)
(x(x'x"), x(x"y" + 2"y') + (x'x")y)
(x, ) A", 'y 2y

(x, y) A, y)A ", y")]
D’ou A est associative.

(b) AestcommutativesietseulementsiV(x,y), (x',y') € A: (x,y)AX,y) =

(", y)A(x, ),

()AL Y) = (xx, xy' +x'y)
= (¥'x,x'y +xy')
= (¥, y)A(x,y)

Donc * est commutative.

3. Elément neutre de A pour la loi A.

Elément neutre : (¢, f) € A estneutre pour la loi A si et seulement si V(x,y) €

Az (xy)Be f) = (e, f)A(x,y) = (x,y),

(v, y)Ale f) = (vy) = (xe,xf+ey) = (x,y)
xe =Xx e=1
= =
xf+ey=y f=0
Puisque A est commutative alors (1,0)A(x,y) = (x,y), donc (1,0) est 1'élé-

ment neutre de A pour la loi A.

4. Montrons que (A, *, A) est un anneau commutatif.

Toutes les propriétés pour quun ensemble muni de deux loi soit un anneau
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sont dans les questions précédentes sauf la distributivité de la loi A par rap-
port a la loi x a droite et a gauche.

A est distributive par rapport a * si et seulement si V(x,y), (x',y'), (x",y") €

A () Al Y) (7 y")] = ()AL Y) « (0 y) A", y7))

(A Y)Y = (o)A + 27y +y")

(x(x" +x"), x(y" +y") + (x' + x")y)
= (xx' +xx", xy' + xy" + X'y +x"y)
(

[

xx', xy’ + x'y) x (xx”, xy” + x"y)
(e, ) AW Y] [ y) A", y")]

Puisque A est commutative alors A est distributive par rapport a *.

Donc (A, %, A) est un anneau commutatif.

Exercice 3.12 : Soit n € IN* et soit I'application f : (R*, x) — (R*, x) définie par

flx) = 2"
-Montrons que f est un endomorphisme du groupe (R*, x) .

Pour x,y € R* ona

flxxy)=(xxy)" =x"xy" = f(x) x f(y)

D’ou f est un endomorphisme de groupe (R*, x)
-Le noyau de f.

L'élément neutre de (R*, x) este = 1, donc

Ker(f) = {xeR* f(x)=1}=f1({1})
= {xeR"x" =1}

Si n est pair alors x = £1, donc ker(f) = {1, —1}.
Si n est impair alors x = 1, ker(f) = {1}.
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-Image de f.

Im(f) = {f(x),x € R*} = {x",x € R*)
Si n pair alors x* > 0, donc Im(f) = R%.
Si n impair alors x" # 0, Im(f) = R*.
Exercice 3.13 : Soit f : (G, *) — (G, A) un homomorphisme de groupes.
1. Montrons que Kerf est un sous groupe de G.
H est un sous groupe de G si

-H contient au moins un élément.

-Vx,y€ Hxxy '€ H

Ker(f) = {x € G/f(x) = eq}
(a) On sait que f(eg) = egr, donc eg € Ker(f) alors Ker(f) # @

(b) Soient x1, x, € Ker(f) alors f(x1) = egr et f(x2) = egr, donc

flaaxx)y = fla)Af(xsh)

Ce qui implique que x; * x, ' € Ker(f).
De (a) et (b) on en déduit que Ker(f) est un sous groupe de G.

2. f estinjective si et seulement si Kerf = {eg}.
Supposons que f est injective. Soit x € Ker(f), alors f(x) = eg donc f(x) =
f(eg) et comme f est injective alors x = eg donc Ker(f) = {eg}. Réciproque-
ment supposons que Ker(f) = {eg}. Soient x1,x, € G tels que f(x1) = f(x2)
donc f(x1)Af(x2) 7! = egr, d'ott f(x1)Af(x, 1) = eqr donc f(x1%x, 1) = eg.
Ceci implique que x1 * x, ! € Ker(f). comme Ker(f) = {ec} alors x; x x, ' =

e et donc x; = xp ainsi f est injective.
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3. Montrons que Imf est un sous groupe de G'.

(@) f(eg) = eg, donceg: € Im(f)
(b) Soient y,y" € Im(f). Il existe x,x" € G tels que f(x) =y, f(x') = V.
Alors yAy' = f(x)Af(x") = f(x xx") € Im(f).
(c) Soity € Im(f) etx € Gtel quey = f(x). Alors y! = f(x)7! =
f(x71) € Im(f)
Donc Im(f) est un sous groupe de G
4. f estsurjective si et seulement si Imf = G'.
Supposons que f est surjective alors Vy € G/,3x € G,y = f(x) € Im(f)
ceci implique que G’ C Im(f) et puisque f une application (morphisme de
groupe) alors f(G) C G’ alors on obtient que Im(f) = G’. Réciproquement

G' C Im(f) doncVy € G'alorsy € Im(f) < 3x € G,y = f(x). D'ou f est

surjective.
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3.3 Exercices supplémentaires

Exercice 3.14 : Soit f une application de E x E dans R telle que, quels que soient
a,betcdansE, f(a,b)+ f(b,c) + f(c,a) =0.

Montrer que la relation R définie sur E par : aRb < f(a,b) = 0 est une relation
d’équivalence.

Exercice 3.15 : On définit sur R? la relation R par :
(xR Y) & x+y=x"+y.

Montrer que R est une relation d’équivalence et déterminer la classe d’équivalence
de (0,0).

Exercice 3.16 : On définit dans R la relation R par: xRy < xIny = yInx.
Montrer que R est une relation d’équivalence, décrire I’ensemble quotient.

Exercice 3.17 :

1. Soit n € IN*. On définit sur I'ensemble Z la relation R par : xRy < n divise

(x —y). Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z.
2. Onprend n = 4.
(a) Caractériser les éléments de la classe d’équivalence de x € Z.

(b) Donner les classes de 0,1, 2, 3. En déduire le nombre des classes d’équi-

valence de R.

Exercice 3.18 : On définit sur R la relation R par: xRy < x —y € Z.

Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z et calculer la classe d’équiva-
lence de 0.

Exercice 3.19 : On définit sur C la relation R par : zRz' < |z| = |z/|. Montrer que
R est une relation d’équivalence sur Z et calculer la classe d’équivalence de Z.
Exercice 3.20 : On définit dans R la relation R par : xRy < xe¥ = ye*. Montrer

que R est une relation d’équivalence ; décrire I'ensemble quotient.
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Exercice 3.21 : Soit E un ensemble et soit A une partie de E. On définit dans P(E)
la relation suivante : XRY < AU X = AUY, pour tout couple (X, Y) de parties
de E.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Décrire la classe d’équivalence de X € P(E).

Exercice 3.22 : Sur G =| — 1, 1| on définit une loi * par :
_ Xty
X*kY = 1—|—xy' Vx,y € G.

-Montrer que (G, *) est un groupe abélien.
Exercice 3.23 : Soit (G, *) un groupe et soit f : G — E une application bijective.
On définit une loi A sur E par: xAy = f(f~1(x) * f1(y)),Vx,y € E. Montrer que
(E, A) est un groupe.
Exercice 3.24 : Soient G = R* x R et * une loi de composition interne définie sur
G par:
(x,y)x (&) = (xx', 2y + )
1. Montrer que (G, *) est un groupe.
2. Ce groupe est-t-il abélien ?

Exercice 3.25 : Soit (A, +, X ) un anneau unitaire. Soient (a,b) € A? tels que :
(axb)+(bxa)=14 et (a*>xb)+ (bxa®) =a.

1. Montrer que a®> x b =b x a’ et que 2(a x b x a) = a.

2. Montrer que a est inversible et que son inverse est a + b.
Exercice 3.26 : Soit E ’ensemble des fonctions f :]0, +-00[—]0, +co] telles qu’il existe
un réel a # 0 vérifiant f(x) = x%, Vx €]0, +oo|.

1. Montrer que pour tout a € R¥, f est une bijection de |0, +oco[ sur |0, +oo].

2. Montrer que E muni de la loi de composition o des fonctions est un groupe.



Chapitre 4

Examens

Examen final 2019-2020

Exercice 1: Soit (U, ),cn une suite réelle. Traduire en termes de quantificateurs les

expressions suivantes :
1. La suite (U, ),en est bornée.
2. La suite (U, ) e est croissante.
3. La suite (U ),en est monotone.

Exercice 2 : Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On considere

les deux applications :

fo 1 P(B) —  P(F) £ P(F) — P(E)
A v fullA) = f(A) B+ f'(B)=f(B)

1. Montrer que :
(a) f« estinjective si et seulement si f est injective.
(b) f* est surjective si et seulement si f est injective.

2. Si f est bijective, déterminer f, o f* et f* o f.. Conclure.
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Exercice 3 : On définit sur R? la relation R par:
(a,b)R(c,d) & a* +b* = >+ d>

1. Montrer que R est une relation d’équivalence, puis déterminer la classe d"équi-
valence de (a,b).
2. Montrer que l'application f : Rz/R — [0, +oo[ définie par f((a, b)) = a® + b?

est bijective.
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Examen final 2020-2021

Exercice 1 : Montrer par récurrence que :

Pour toutn € N* ona 2" 1 < n! < n".

Exercice 2 : On considere deux applications f : N — INet ¢ : N — IN définie par :
f(n) =2netg(n) = E(%). Ou E est la partie entiére.

Les applications sont-elles injectives, surjectives ? Comparer fo g et go f.
Exercice 3 : Rappelons que (IN, +) est un monoide commutatif (ie. + est une L.C.I

sur IN associative et admettant un élément neutre).

1. Sur l'ensemble IN x IN, on définit la relation binaire R par :
(my, mp)R(ny,ny) < my+ny =ny +mp, V(my,my), (n,n) € NxN

(a) Vérifier que R est une relation d’équivalence.

(b) Déterminer (mq,my) : la classe d’équivalence d'un élément (my,my) €

IN x IN. En déduire (0,0).

2. Onnote E = (N x IN) /R et on définit sur cet ensemble quotient les deux

LCI

(my, mp) & (ny,nz) = (my + ny, my + ny)

(mq, my) @ (n1,n3) = (myny + mony, myny + nymy).
(a) Vérifier que @, ® sont bien définies..
(b) Montrer que (E, ®, ®) est un anneau commutatif unitaire.

(c) Montrer que l'application

i @ (Z,+,%x) — (E & ®)

m —  (m,0)

est un homomorphisme d’anneaux unitaire injectif. En déduire Of.
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3. Sur E, on définit la relation binaire S par : V(my,my), (n1,1n2) € N x N

(ml, mz)S(nl, 1’12) = Hp e N; (m1 +no,n1 + mz) = (0, p)

-Montrer que S est une relation d’ordre sur E.
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Examen final 2021-2022

Exercice 1: Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E. oi1 A, (E, E) est

le complémentaire de A, (B, C) dans E.
1. Montrer quesi ANB = ANC,alors ANB=ANC.

ANnCccBncC

2. Montrer que A C B =
A\CcCB\C

Exercice 2 : Soit dans IR? la relation définie par :
(L yYREY) & (x<x' y<y)

1. Montrer qu’il s’agit d"une relation d’ordre. L’ordre est-il total ?

2. Préciser deux majorants et deux minorants de la partie {(1,2,(3,1))}.

4x

Exercice 3 : Soit i I'application de R Dans R définie par : h(x) = 2

1. Vérifier que pour toutréel a nonnul onah(a) = h(1). L'application & est-elle
injective ?
2. Soit f définie sur I = [1, +-oo[ par f(x) = h(x).
(a) Montrer que f est injective.
(b) Vérifier que:Vx eI, f(x) <2..
(c) Montrer que f est une bijection del = [1,+oco[ sur [0,2] et trouver f 1.

Exercice 4 : Soient G = R* x R et * une loi de composition interne définie sur G
par:
(xy) * (¥)y) = (22, 2y + )
1. Montrer que (G, *) est un groupe.

2. Ce groupe est-t-il abélien ?
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