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Ce document fait l'objet d'un complément de cours pour le module Séries et
Equations Différentielles enseigné aux étudiants de la deuxieme année spécialisés en

Sciences de la Matiére.

En premier chapitre, nous traitons les notions des séries humériques, séries de fonctions
et les séries entieres. Le deuxiéme chapitre permettra aux étudiants d'acquérir les
méthodes de calcul d'intégrale de Riemann et de la primitive d'une fonction en faisant
des applications sur le calcul d'air, de volume, ... etc, par les intégrales simples, doubles et
triples.

Nous rappelons dans le troisieme chapitre la notion de I'intégrale généralisée qui est une
extension de la notion d'intégrale de Riemann. Notre but dans ce chapitre est de calculer
des intégrales sur des intervalles non bornés (allant jusqu'd +w ou -), ou bien des
intégrales sur un intervalle borné, de fonctions ayant une limite infinie en un point de
I'intervalle d'intégration.

En quatrieme chapitre, le calcul des équations différentielles passera du premier au
second ordre. Les deux derniers chapitres comportent des concepts et des outils de calcul
scientifique tel que les transformés de Laplace et de Fourier qui nous permettent de
traiter les équations différentielles, ces deux méthodes sont nécessaires pour la
résolution des problemes de physique tel que le calcul de la fonction de transfert et

I'analyse de la réponse d'un systéme.
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Chapitre]

Les séries

L'objectif de I'étude des séries numériques est de donner un sens a des
sommes infinies des nombres réels et, éventuellement, de les calculer. Nous
détaillerons dans ce chapitre I'étude de convergence de plusieurs familles de
séries : les séries arithmétiques, géométriques ... les séries de fonctions et les

séries entieres.
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. Lesséries
1.1 Lesséries numériques :

La suite de valeurs numériques constantes est une liste de termes générale U,

pour n=1-U;
n= 2 - Uz
Un: Ul,Uz, U3,...., UN—l) UN' ’n=3—)U3
L n=N-Uy
1.1.1 Définition : Une série numérique Y, U, est la somme d’une suite de nombres

réels(U,).(n=1,2,3.....,N).

On déflnlt Ul + UZ + U3 + ...+ UN—l + UN == Z,IX:]_ UTI.

1.1.2 Condition nécessaire de convergence d’une série numérique ), U,

On applique la limite sur Uy

Si lim U, =0 onditque} U, converge. Etsi lim U, = +coonditque), U,diverge.

n—-+4oo n—+o0o
U, U,
L
" 1 — +oo
L —> [oa]
U, — 0 U, — +oo
| > 11 > 71

1.1.3 Convergence d’une somme de suite S,;:

lim S, = lim U, —ZU
n—+oo n—)+00

Si S, admet une limite nule on dit que la série Z U,, converge
=

Si S, a une limite infinie (+00)on dit que la série z U,, diverge

v' Lasomme de 14N de la suite U, est la somme partielle de la série y. U, en écrit: ¥N_, U,

v' Lasomme de 1 a + oo de la suite U,, estla somme total de la série Y, U,, en écrit: Y/, U,
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Exemple 1 :
Etudier la nature de la série numérique de terme général : U,, = cos (\/%)
Solution :
lim U, = lim cos( ) = cos(0) = 1. La série est donc divergente.
n—-+oo n—-+oo \/—
Exemple 2 :
Soit la série ), U,, de terme général Uy telle que : U,, = % — ﬁ ;o o n=>1.
- Calculer la somme partielle et total de la série ), U,,.
- Etudier la convergence de cette série.
Solution :
N N
=3 (=51
Z n n n+1l
n=1 n=1
( 1o Uy=1—2
= - — - —
n 1 >
25U 1 1
= - —_-— — —
" 273273
1 1
:U1+U2+ U3+""+UN—1+UN' < n=3_>U3=§_Z
N—-1-U ! !
- N—1> _
" NITN TN
N o U 1 1
= - [ —
_— NENTN+L
=(1-9)+G-9)* -3+ + G W G
B 2 2 3 3 4 N-1 N N N+1
N o (L_ T \_q__1
n_l(n, n+1) - N+1
S lasomme partielle de la série Z— - =1-L
n+1 N+1
1 11 . 1\
< lasomme totale de la série Z —— = nhrP > 17 = nl—l>Too (1 — ﬁ) =1.

<2 Lalimite de la série égale a 1 donc cette série est divergente.

Remarque : Pour étudier la limite en utilise le terme lim U,, ou bien U,, —— +

n—-+oo n—+oo
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.1.4 Regle de convergence pour quelques séries usuelles :

% La série arithmétique : Y1 Un, Up=n

On utilise la somme partielle : N Up=8,=1+2+3++(N—-1)+N (1)
J’écris cette somme dans le sens inverse :

N Ui=S,=N+N—-D+--+3+2+1 (2
Et je fais la somme de la relation (1) et (2) :

MH+@2)=25,=W+1D)+N+D)+WN+D++WN+1D+N+1)

Il'yaN paquetde (N +1):2S5, =N(N+1) donc Sp = N(NZH)
Sp = N(A;H) — +o0: Cette série est divergente
n—>—+oo
% Lasérie géometrique: Yo _oUn, U, =q"
On calcul la somme partielle :
N
z q"=8S,=¢"+q ' +q*+q>+-.+q¢" ... (1

n=1

On multiplie larelationparq: g5 =gq.1+qq" +qq* +qq® + -+ qq"
n

ASn=q+ @+ +q*+- . +g" ()

1

1— gN+1 Silgl<1 - ZUn converge vers -
(1)_(2):Sn_qsn=1_qN+1$ Sn = —

1- q n-+o

Silgl>1 - ZUn diverge

« Lasérie de Riemann :

. 2. U,, converge pour a > 1
Ynz1Up, Uy = — aveca €R,
Y. U, divergepour a < 1

s Lasérie Alternées : Y., (—1)™ U, converge pour U, >0 et lim U, =0

n—-+coo




Chapitre | : Les séries Dr Temmar Fatma

. - - - -nn
Exemple : Etudier la nature de la série numérique Y-, U,, de terme général : U,, = %

Solution :

Z,szlﬂ = —% + % — % + --- il y a une alternance entre le (-) et le (+)

n2
1 . .
U, =— avec a= 2 > 1 c’est une série de Riemann convergente donc Y,,,(—1)" U,

converge.

1.1.5 Quelques tests de convergence : Si la série donnée n’est pas une série usuelle,

effectuer 1’un des tests suivants :

Comparaison avec une série : Soient ) U, et ), V,, deux séries positives et équivalentes :

Si|U,| <|V,]|et)V, converge alors ), U,, est convergente.

Si|U,| = | V,| et YV, diverge alors ), U,, est divergente.

Exemple :

Etudier la nature de la série ), U, telque U, = % , (a>1).

Solution :

1 1 1 . - .
a>1=ad">1 = — >~ etcomme Z; diverge (série de Riemanna < 1)

= ). U,diverge.

Approximation par une série : soient Y. U, et ). V,, deux séries positives et équivalentes :

Si U, ~ V,et ¥V, converge alors ) U, est convergente.

Nn-oo

Si U, ~ V,et ¥V, diverge alors ) U, est divergente.

Nn-oo

Exemple : Etudier la nature de la série Y33 g

Solution :
U _ \/ﬁ - n1/2 _ 1 _
nT g MR, T g1z R

or YV, = Z# diverge  (sériede Riemanna < 1)  alors ) U, est divergente.
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U si?<1: ) U, estconvergente
Teste d’Alembert : Si lim | =2 =¢

n-+oo

n

si¥>1: ) U, estdivergente

si? <1: ) U, estconvergente

Teste de Cauchy : Si lim 4/|U,| = ¢
e si¥>1: ) U, estdivergente

. . s - ) Znn! o 400 1
Exemple : Etudier la nature de la série n=1 —x et lasérie Y2, T
Solution :
a.  On applique la condition d’ Alambert :
Upse| _ [2"2+D)! ™ | 20 1 2 — ( f)" _x
o | = o ] = G 2.(1+1)n — e <1 (Je rappelle.nlB}r1oo 1+n =e*)
n
: Unt1 2
lim /| == <1 donc}) U, converge.
n-o+oo | Un e

b. On applique la condition de Cauchy :
n _n 1 1
VU, = / e T s 0 donc ) U, converge.

1.2 Les séries de fonctions :

U, est une application: D — R
x = Up(x))

1.2.1 Définition : Une série de fonction désignée par ) U, (x) est la somme d’une suite de

fonction U,(x).(n =1,2,3,...).
Exemple : U,(x) =1 +§ , Up(o) =2, U,(x)=e™,..

1.2.2 Domaine de convergence simple :

Le domaine de convergence est parfois donné par la condition :

Upy1(x)
Sl | <1

lim
n—-+oo
Si cette condition ne donne rien, effectuer une comparaison avec une série numérique
équivalente ou effectuer une approximation de U, (x) tout en vérifiant la condition nécessaire

lim U,(x) = 0.
n—-+oo
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Exemple : Trouver le domaine de convergence des séries de terme général U, (x) tel que :

2

— ehx _ n? = (x_z)zn
a Un() =5, b =5 ¢ =5
Solution :
. Uns1 ()] e (47" 3" —ﬁ
a nl—l>r-',r-loo Un(x) - no+oo | 371 " enx? T3 <1
U x e’
lim Uni1 () <l —<1=e* <3
n—-+oo Un(x) 3
= x2<In3
= |x|] <+VIn3
= —VIn3<x<+In3
nin3 In3™ n
9 Pour x = +VIn3 lasérie devient: U,(x) = e3n - ezn - z_” =1

donc > U,(x) =X 1 et 1 diverge.

On déduit donc que le domaine de convergence Dy, = ]—\/ln 3,+VIn 3[.

b. Six <2: lim ———=oco # 0:lasérie diverge
n—-+oo
. . n? ~ n? 1
Six>2:—— n_)oo§= etZ

n*+n+1 n*-2

1
nx—2

est une série de Riemann

ne converge que pourx —2 > 1.
Donc la série converge pour x > 3
Deonp = 13,4+ o[

(x—2)2
2

(x—2)2
2

(x—2)2
2

<1

n
) c’est une série géométrique de raison converge pour |

c. Un( = (
= |x—2]<V2
B —V2<x—-2<42
= 2-V2<x<24+2.

Pourx —2=+vV2E= x=2++/2 enremplace x par sa valeur :

_o\2n _ 2n 2n
< zi) = (zifn . (iﬁ) =1 lasérie devient X1 etelle diverge.

Deony = |2 = V2,2 + 2]

Uy (x) =
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1.2.3  Séries entiéres et rayon de convergence :

Une série entiére est une série de la forme ) a, x™ , ou a, est une suite numérique. Son rayon de
convergence est R

( |x] <R: Z ap X" converge absolument

. an(x)
lim [———=
n=+oo [ap 4 (x)

R=0: Z ap x" converge pourx =0

=
\ lim 1/ ap ()| R =+o: Zan x" diverge
n—>-+0oo

\

Pour Y. a, x™ le centre du domaine de convergence de rayon R est (0, 0) et

pour Y a, (x — x¢)™ le centre de D,y €St (g, 0).

Exemple :
Trouver le rayon de convergence de la série Y a, x® = Y%, (n? + 5n + 1)x"
Solution :
5
. an (%) . n?+5n+1 - . ”2(1"'_"'_2)
R = lim |—//—=| = lim | 1 lim sl =1
no+oo laps1(x) no+oo l(n+1)2+5(n+1)+1 n—oo No+o0 nz(1+l+%)

Y a,x" converge pour |x| <1 (-1<x<1).
Propriétés :
Soit )} a, x" une série entiéere et R, son rayon de convergence,
- Lasérie dérivée Y na, x""! et la série primitive ). ;—Lx““ ont le mémeR_,
- Le rayon de convergence de la série Y a, x*" égale a \/R—C (x> <R = |x| <VR),
- Lasérie Y ha,x" =LY a,x", L € Rt ale mémeR,,
Soit )} a,, x" et} b, x" deux séries entiéres et R, , R, leur rayon de convergence,
- Le rayon de convergence R, de la somme de ces deux séries
Y(a, +by)x" vérifie R. = min(R;,R,),

- Le rayon de convergence R, du produit de ces deux séries
Sa,x™). b, x™) =3 (ay. by x™  Vérifie R. = min(R;,R,).



Chapitre 1
Calcul d'intégrales

L'intégration est un outil scientifique fondamental utilisé pour faire
les opérations de mesure de grandeur comme l'air, volume, longueur d'une
courbe ... etc.

Dans ce chapitre, on va faire quelques rappels sur l'intégrale de Riemann et
I'intégrale simple des fonctions d'une variable, définir la notion d'intégrale
double et multiple pour les fonctions de 2 variables et 3 variables

respectivement.



Chapitre Il : Calcul d’intégrale Dr Temmar Fatma

1. Calcul d’intégrale
1.1  Calcul d’intégrale simple

11.1.1 Intégration par la fonction primitive :

Théoreme :

Soit f(x) une fonction intégrable sur [a, b], et F(x) la primitive de f(x) alors

[2fydx = [F)15 = F(b) - F(a)

Propriété de I’intégrale définie :

— Relation de Chasles : [ (f fedx+ [ f)dx = [, f(x)dx
— Linverse [ f(x)dx =~ [, f(x)dx

— Linéarité : [[Af(x) + B g(0)]dx = A [, f(x) dx + B [, g(x) dx

a . ]
—  Symétrie : [% FeO) dx = {2 fo f(x)dx sifestpaire
- 0 si f est impaire

Exemple : Calculer I’intégrale : [ %

Solution :
x dx 1 2x dx 1 T i4c
P [ — x
VaZ+1 2)Vazr1 2
Les primitives de quelques fonctions :
Fonction Primitive
1
q xq+1
X qg+1
1 In|x|
X
eax l eax
a
sin(ax
(ax) — cos(ax)
cos(ax 1
(ax) — sin(ax)
a

10
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f'(x) cos (f(x))

sin(f (x))

cos?(px) = %(1 + cos(2px))

1 +1 (2
X 4psm(px)

2
1 LarctanZ
x2 + a? “ “
1 ERE
xz _ az 2a x+a
1 f' 2 =
1 ~Vpx+q=2f
Jpx +q \/7
X x2+1
x2+1
f’(x) ef(x) ef(x)
f'(x) In|f(x)]
f(x)
f' () [fC)]* ﬁ [fC)]* ) (o % —1)
f'(x) arctan[f(x)]
1+ f(x)
) 1 1 1
) sim# D) Gy
() sim=1 In|x — al
1 tanx
cos? x
1 arcsin x
=2
B 1 arccos x
V1 — x2
1 In(tan x)
sin x cos x
1 In [x +/x%2 + a]
N
f'(x) arcsin f(x), =xe]-1,1[
-2
f'(x) -1
f1(x) (n — Df*1(x)
aX aX *
! aeR} — {1}
_cosx 2V1 + sinx
1+ sinx

11
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1.L1.2 Intégration par parties :

Théoréme :
Soient U(x) et V(x) continument dérivables sur [a, b].On a:

LUV (x) dx = [Ux). V)] - [ V) U’ (x)dx

Exemple : Calculer I’intégrale : fol x e dx

. Ux) =x Ux)=1
Solution : {V’(x) _ p-2x Vx) = _%e_Zx
1 1 1
fxe‘zxdx = [——xe‘zx] +—j e ?*dx
o 2J
—_1 2,1 o _1r —oxm1
= l.e +20. 4[e ]
1 1
_ -2
202 gl €]
3 1
= Tt

11.1.3 Intégration par changement de variable :

Théoreme :

Soit f(x) une fonction définie sur [a, b]. Soitu : [a, B] - [a, b]
tel que u (a) = a et u(b) = B, alors

b B
Jf(x)-dx= Jf(u(t)).u’(t)dt

+oo arctan x d

Exemple : Calculer I’intégrale : |

0 1+x2
Solution : On pose, le changement de variable

1
1+x2

u(x) = arctanx. du =

+o00 aI'Ctan x arctan +o Z
dx = udu=| udu
0 arctan 0 0

1+ x2

12
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11.1.4 Calcul d’intégrale au sens de Riemann :

Ce que je veux faire dans cette cour c’est expliquer le lien entre I’intégrale simple calculer par
la primitivation fab f(x) dx et le calcul d’aire sous la courbe a I’aide de 1’approche de I’air des

rectangles qui s’appelle sommes de Riemann.

Pour bien expliquer cette approximation j’introduis I’exemple suivant :

Yi

2
Considérons la fonction f(x) = x? définit sur 4
Iintervalle [1, 3]. Je souhaite calculer l'aire S
(surface) en-dessous du graphe de y = f(x) et

entre les droites d’équation (x = 1), (x = 3) et

Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situés sous la courbe. Plus
précisement, soit n un entier positif ; divisons notre intervalle [1, 3] en n subdivision (n=1, 2, 3,
vees K-1, K)

On considere les rectangles inférieurs (R,-nf) ou (R™) et les rectangles supérieurs (Rsup) ou
(R7),

Je divise par exemple ’intervalle [1, 3] en 4 subdivisions et je calcul 1’aire sous la courbe :

y

Y y=x?/ y= xzf
44 44
3 3
2 2

o h_‘
1 . 14

1 p- ol p=\ HrF|RTIRF ‘

o Ry|R3|Ry | o Ry |R3 | Ry x

T T T T
0 1 2 a 4 0 1 2 3 4

La hanteur 4 ganche La hanteur a droite

13
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. Xp X X3 X3 x . X1 Xz X3 X4 x
0 kﬂ;‘ 2 3 4 0 ;Tﬂ; z 3 4
La hanteur a gauche La hanteur a droite
Le pas AX
b-a 3-1 2 1
Ax = — dans cette exemple Ax= —==-==
n n 4 2

L aire des rectangles située en-dessous de la courbe S;,,r, montré en couleur rouge des

rectangles R~ est la hanteur a gauche multiplier par le pas Ax

S(R™) = la hanteur a gauche multiplier par Ax

Sinf = S(Ry) + S(R) + S(Rz) + S(R3) + S(Ry)
= AX. f(x) + Ax. f(xq) + Ax. f(x5) + Ax. f(x3)

= Ax [f(x0) + F () + f() + Fla)] =
S Sw= [f(l) +1(5)+ @+ 1 (5)]

+—+—+— = [1+ +4+2
2 4.3

= E 7 Unité de surface

L aire des rectangles située au-dessus de la courbe Rg,,,,, montré en couleur vert des

rectangles R™ est la hanteur a droite multiplier par la pas Ax :

S(R™) = la hanteur a droite multiplier par Ax

Ssup = S(RT) + S(RY) + S(RF) + S(RY) + S(RY)
= AX. f(xq) + A% f(xy) + Ax. f(x3) + Ax. f(x4)
= Ax [f(xq) + f(x2) + f(x3) + f(x4)]

AN

Z Sw=5[ Q) +r@+7(3)+r@]

= |S+3+ =+ =i +4+ 249

43
=—Uu.s
12

On constate que 1’aire recherché est supérieure a la somme des aires des rectangles
inférieurs ; et elle est inférieure a la somme des aires des rectangles supérieurs (S est entre

ces deux valeurs, I’aire des rectangles supérieurs et inférieurs) :

14
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Sinf(Rins) < U'aire recherché (S) < Ssup(Rsup) - v - (1)

Si on augmente le nombre des subdivisions x, < x; < xp < X3 ... < X1 < X , (kvarie
de 1an),
L’aire de chaque rectangle situé en-dessous de la courbe est « Ax x I’hanteur f (xj_,)»

et I’aire de chaque rectangle situé au-dessus de la courbe est « Ax x la hanteur f(x;) »

= = b-
S(Ring) = Ax Xp=¥ fxg—1) et S(Rsup) = Ax Yp=X f(xg) avec AX=Ta
Identification de Xk :
(x0=a=1
b-a 2
Jx1=xo+Ax=a+—=1+—
n n
x2=x0+2Ax=a+2%=1+2%
X3 =x+3Ax=a+3221+32
n n
xk_1=x0+(k—1)Ax=a+(k—1)b%=1+(k—1)§
xk=x0+kAX=a+k$=1+k§
¥ y
— a2 _ a2
o y=x/3 . y=x°/3
f_(xk)ﬂ.x
o T T T T 0 T -

'.l..jl}%ﬂhl-.l.. .xk—']_. M LA --|x-g-2k3--|-'l xk"l"l ¥

La surface des rectangles recouvre approximativement la surface S, plus les largeurs des rectangles

Rk sont petites, plus I’approximation est bonne.

L’erreur commise sur 1’aire des rectangles en-dessous et au-dessus est de 1’ordre 1, pour le fait

disparaitre (AS — 0) il faut augmenter les nombres des subdivisions n a I’infinis (n — +0c0) pour

15
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que le pas Ax devient infinitésimale (Ax — 0) et dans ce cas on confond Ax avec dx, c-a-d en fait

le passage a la limite :

n=k-1

n=K
lim Ax flxg-1) <S< lim Ax fxg) ...(2)
kZl K-1 m kZl K

n—-+oo

Ax — +oo

Maintenant on calcul 1’aire des rectangles située en-dessous de la courbe par application de la

somme de la relation (2), pour n subdivision on trouve :

Sn(R7) = S1(R7) + So(Ry) + S3(R3) + -+ Si—1(Ri—1)
= AX. f(xg) + AX. f (1) + Ax. f(x3) + AX. f(x3) + -+ + AX. f(x,_1)

= Ax [f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3) + -+ f(xp—1)]

2\ 2 2\ 2 2\ 2 2\2
:%%ZJF(“;;) +(1+32;) +(1+33z) +,_,+(1+("3—1);)

=%l1+<1+ +12(%)2>+<1+ 2 +22<%>2>+<1+ 3 +32<%>2>+~--

+ <1 +2.(k—-1)+ (k- 1)2(92)]

2
=210 +1+ D R22(A+2+3+ -+ k- D) (2) 12 +22+32 41,
(k=12
. =K— (n-1) =K-— (n-1)(2n-1))
n fois 1 yn=K 1n=""2 yn=K 1#:%
n=K-1 2 n=K-1
2 2 2
=—[n1+2- n+(—) n?
3n n n

2 ln s 2n(n—1) N (E) n(n — 1)6(2n - 1)]

16
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—ﬁ1+z@_g+@f“@—$@—a)

3n n 6

2212104, 222070)

-50-3)

6

2 1
lim S, (R7) = lim = 1+2(1_E>+4

n—-+oo

=2[1+2+4f
3 6
lim S, (R7) = %

n—-+oo

De la méme maniére on calcul I’aire des rectangles située au-dessus de la courbe par

application de la somme de la relation (2), pour n subdivision on trouve :
Sa(R*) = S1(RT) + S2(R{) + S3(R3) + -+ + Sp—1(R)

= AX. f(xg) + Ax. f(x1) + Ax. f(x5) + Ax. f(x3) + -+ + Ax. f(xy)

= Ax [f(x0) + f(x1) + f(x2) + fx3) + -+ f ()]

Dofe (5 () (e ()

“nl3 3 3 3 3
2 2 2,2 2 212 2 2,2
=_'L*1+2_+ﬂ(» 4—1+zz—+ﬁ(ﬁ + 1+z3—+¥(ﬂ + -

3n n n n n n n
2 2,2
+ 1+2k—+k2(>
n n

_2 N 2 . N 12422432 4. 2]
_3n[£1+1+ FD+22(1+2+434 +k;+(n) (12 +22 432 + -+ k?)

Y Y Y
. = nn+1 = nn+1)(2n+1
n fois 1 Ynzin= (2 ) Zk’fnk%
r n=K 2n=K
2 2 2 )
= — n.1+2—2n+(—) Zn
3n n n
L n=1 n=1

2En(n +1) N (2)2 nn+1)2n+1)

|t T 2 n 6

17
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6

|2 (R

1 1
=§l1+2(1+1)+4wl
n 6

1 1
2 1 (2+;)(1+;)>
11mS(R+)—11m§1+2<1+ )+4 c
n—+oo

=§h+2+4ﬂ

lim S, (R") =

n—+oo

Lorsque I’on considére des subdivisions de plus en plus petites (c’est-a-dire lorsque 1’on fait
tendre n vers +o) alors on obtient a la limite que 1’aire S de notre région est encadrée par deux

aires qui tendent vers 26/9. Donc 1’aire de notre région est 26/9.

3 n=
= lim sz FOey) <f X dx< gerAfo(xK) o (3)
k=1

3
= lim —Zf(xK D <f ?dx< @)

n—-+oo

n-+oo
avec

Xie-1 ==a+(k—1)% et x ==a+k%
C’est une approximation de I’aire cherchée et cette approximation est d’autant meilleure que les Axk

sont petits et donc que le nombre d’intervalles n est grand. A la limite (si elle existe), on obtiendra

I’aire recherchée S.
On pose alors la définition suivante :

Définition :
Une fonction bornée f : [a,b]— R est dite intégrable au sens de Riemann si la suite (Sn)n=1
ou

Sy = ?Z}if (a + k%) est convergente de limite fabf(x)dx.

En écrit :
n=K b
llm Z (a + k—) = j f(x)dx
n—-+oo n = a
Le cas le plus utiliseesta = 0et b =1, alors :

18
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K

[[reome= 13 (3

k

S

- : . 1
Exemple : Calculer I’intégrale au sens de Riemann de la suite : S, = Y\j_; o’

Solution :

k=1
n
1
S =z k
n
1 1
S =_Zk

1.2  Calcul d’Intégrale double :

I1.2.1 Intégrale double en coordonnées cartésienne sur un rectangle :
Nous allons supposer le plan usuel R? muni d’un repére orthonormé (0, T, J).
Théoréme :

Soit R = [a, b] X [c,d],(a < b,c < d) un rectangle fermé du plan R?etf: R - R une

fonction continue, alors f est intégrable sur R etona:

| jR f(x,y) dxdy = j b j txy) dydx

= fcd Uabf(x,y)dxl dy
- f b [ f e dy] dx

19
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R={(xy)€ER*/a<x<bc<b<d}

Exemple :

SoitR =[1,2] X [0,2] cR%etf: R » R définie par f(x,y) = ye*

Calculer

f fR f(x,y) dxdy

Solution :

D’apres la relation :

HR (ye*”) dxdy = LZ Uozyexy dyl dx = foz Ulzyexy dxl dy

2 xy1?
Or [“ye™dx =|X=| =e? —¢Y
1 y I

On en déduit
2 1 21 1
2y _ o¥1d :[_ 2y _ y] et _ ey
fo [e eY]dy S € e =2 et —e” + o
Note : En intégrant d’abord par rapport a X, le précédent calcul nous a pris juste deux lignes. Si

nous commengons par intégrer d’abord par rapport a y, le calcul nécessite une intégration par

parties.

Cas particulier :

Si f est constante de valeur 1(f = 1), alors ffR dxdy correspond au volume d'un ensemble de

base D et de hauteur constante 1, c'est donc l'aire de R :

Aire(R) =fL dxdy

20
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11.2.2 Intégrales double sur un domaine compris entre les graphes deux fonctions

et deux droites verticales :

Théoréme :

Soient R = [a,b](a < b) un intervalle fermé borné du plan R,u(x) et v(x) deux
fonctions continues sur [a, b] telles que Vx € [a, b], u(x) < v(x).

Soit D le domaine de R? définipar D = {(x,y) € R*/a <x <b,u(x) <b < v(x) }

Si f:D — R une fonction continue, alors f est intégrable sur D eton a:

dx

J fD f(x,y) dxdy = f b [ uz)f(x, y) dy

Exercice : Calculer I’aire de la région du plan xOy délimitée par les courbes :

_ 16—x2
T2

et x+2y=4

Exemple :
Soit D le domaine de R? compris entre les droites d’équations x = 1,x = 4 et les deux

paraboles d’équations respectives y = (x —2)2 — 4,y = —(x — 3)? + 4.
On considere sur D la fonction f définie par f(x,y) = 3x — 2y + 1.

Nous allons calculer I’intégrale

= jD £(x,y) dxdy

Solution :
Posant u(x) = (x —2)2—4 et v(x) = —(x — 3)% + 4, on voit facilement que sur
I’intervalle [1,4],on a :

u(x) < v(x) quel que soit x.

21
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D={xy)ER?*/a<x<4ux <y< vKX}

D’apres la relation :

4 v(x) 4
ﬂ f(x,y)dxdy = f “ (Bx—-2y+1) dyl dx = j [Bx + 1)y — yz];gcfzfx—s dx
D 1 Yu®) 1

4
B f (Bx + D) — u@) = v(x)? +u(x)?) dx

On adonc

4 1, 2, 55, *
I = f (—2x3 —2x? + 55x — 30) dx = (—Ex‘L —§x3 +7x - 30x> = 153us
1 1

Exercice : Calculer I’aire de la région du plan xOy délimitée par les courbes :

.2
y=162x et x+2y=4

Remarqgue :

L’intégrale double sur un domaine compris entre les graphes deux fonctions et deux droites

horizontales :

vy € [c,d],u(x) < v(x).

j jD f(x,y)dxdy = JC dl ut:)f(x,y) dxl dy

avec D = {(x,y) ER?/u(x) <x<bc<b<d}
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11.2.3 Intégrale double en coordonnées polaire :

Dans un repére orthonormé direct du plan (0,7,j), un point M de coordonnées cartésiennes

(x, y) peut étre repéré par ses coordonnées polaires (r,6) avec r = OM et 6 = (&, O_IVf)
(6 est quelconque pour le point O, et défini a 2w prés pour un autre point).

D = [rmin »rmax] X [Bmin: emax]

On peut passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires par les formules rcos8

et y = rsin@, et I'elément de surface ds = dxdy vaut alors ds = rdfdr.

Donc la formule d’une intégrale sur un domaine D en coordonnées polaires s’écrit :

ﬂ f(x,y)dxdy = ff f(rcosO,rsin 6)r drdf = j:max Urmaxrf(r, 0) drl do
D 0 r

min

ﬂn f(x,y)dxdy = <J:maxg(9)d6> y (frmaxrf(r) dr>

min Tmin

min

Y:l’cose‘ dS=rdrd6

Exemple :
Calculer I’aire d'un disque de centre O et de rayon R vérifient 0 <r < Ret0 < 0 < 2m.

Solution :

L’aire du disque égale & :

.UD f(x,y)dxdy = f'];) 1.dxdy = J:o J:;r drdo = <j:;d6> <f:0rdr>
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-

= mR?us

R
0

Exercice :

si D est le quart de disque de rayon % et de centre O vérifiantx >0, y >0

f f xydxdy
D

Calculer

. o1
(Réponse : )

Il.3 Calcul d’intégrale triple :

L'intégrale triple d'une fonction f(x, y, z) quelconque sur un volume V (un pave, une boule, un
cylindre...) généralise I'intégrale double.

Elle n'a pas, a priori, d'interprétation géométrique dans l'espace ; cela n'empéche pas les
intégrales triples d'étre utiles notamment en mécanique pour calculer des masses ou des

moments d'inertie, en électrostatique, ...

Par exemple, la masse d'un solide V dont la densité volumique en un point (x,y, z) est une

fonction p(x, y, z) s'exprime par l'intégrale

j ] jv p(x,y,z)dxdydz

Dans le cas ou f = 1 cependant, de méme qu'une intégrale double correspondait a une aire, une

intégrale double correspond a un volume :

JU 1dxdydz = Volume(V)
14

11.3.1 Intégrale triple en coordonnées cartésienne :

Pour calculer des intégrales triples, on procede comme pour les intégrales doubles, en

décomposant I'intégrale en 3 intégrales simples.
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ﬂv f(xryrz)dXdde=Lb.[;dfeff(x)dydx=Lb[fcdl.l;ff(x,y,z)dzldyldx

V={(x,y,z2)ER3/a<x<bc<y<de<z<f}

11.3.2  Intégrale triple en coordonnées cylindriques :

Dans un repére orthonormé direct du plan (O,T,f, k),, un point M de coordonnées cartésiennes

(x,y,z) peut étre repéré par ses coordonnées cylindriques (r,0,z) avec avec r = OP et 0 =

(i, OP), P étant la projection orthogonale de M sur I'axe (Oz).
Comme en coordonnées polaires dans le plan, 8 est quelconque pour un point de I'axe (Oz), et

défini a 2 prét pour un autre point.
On aalors X =1cos0, y =rsinb, Z=12,

et I'elément de volume dV = dxdydz s'exprime par dV = rd6@drdz.

Par conséquent,

Ilf, f(x,y,2)dxdydz = [[f, f(rcos6,rsin8,z)dV = [f[, f(r,6,¢)rd6 drdz

Z
G ‘\ ‘ dz
A J

O e y

Exemple :

Calculer le volume d'un cylindre de rayon R et de hauteur L.
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Solution :

Le volume d'un cylindre de centre O et de rayon R vérifient 0 <r < Ret0 < 6 < 2m.

I, £(6,9) 7 d6 drdz = [If, 1.7 a6 drdz = (f,'rar) (f;" d6)(f; dz)

r21®
v=|5 | s

0

V =nlr?

Exemple :

Le moment d'inertie d'un solide V par rapport a un axe A égal a :
ey @M, 8)% p(M) dV

ou d(M, A) est la distance d'un point M a lI'axe et p(M) est la densité volumique du solide.
Déterminer le moment d'inertie par rapport a son axe de symétrie (Oz) d'un cylindre de rayon

R, de hauteur L et de densité volumique constante.

Solution :

R L 21
jf d(M,N)? p(M) dV = J J d?prdrdfdz
Mev 0o Jo Jo

o' [[ s
(o) (] 0) (9

w=[], ot

wLR*p
M =
2

11.3.3  Intégrale triple en coordonnées sphériques :

Dans un repere orthonormé direct du plan (0,?,}, k), un point M de coordonnées cartésiennes

(x,y,z) peut étre repéré par ses coordonnées sphériques (7, ¢, 8).
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Si P est le projeté orthogonal de M sur le plan (xOy), r = OM, ¢ = (Z/f—)\?) € [0,27]

et6 = (k,0M) € [0, 7]

x = fcosp
On a donc {y = £sing avec £ =rsinf
zZ =rcosf

et on a vu que I'élément de volume dV = dxdydz s’exprime par :
dV = rdf dr ¢de = r?sin dr d6 do
Ainsi :

H f(x,y,z)dxdydz = ﬂ f(rsinBcose, rsinfsing, r cosH)
v 0

= ff f(r,0,0)r?sinf dr do de
v

rsin@ deM’

o =i z . \\ = rdé&
dy NS 5
G, T § €y
NP : 7
( ¢ add &/
SO [ = 2 ST
/ z ?4 i id 5 Y
\
|

| 04

Exemple : Calculer le volume d'une spheére de rayon R.

Solution :

Le volume d'une sphére de rayon R verifient 0 <r <R, 0< 0 <met0 < ¢ <27
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IIf, £(@.6,9)aVv = [ff, 1.r%sin6 dr d6 dg
= (fOR rzdr) (J, sin6 do) (fom d(p)

V= [g] [—cosoTE 0"

v _471'R3
3

Exemple :

Le moment d'inertie d'un solide V par rapport a un axe A égal a:

f f fMEV OM?p(M)dV

ou p(M) est la densité volumique du solide.
Calculer le moment d'inertie par rapport a son centre d’une sphére de rayon R et de densité

volumiqgue constante.

Solution :

R ,m p2m
J:U OM?p(M)dV = fff r?pdV = f f f r?pr?sinf dr d6 do
Mev Mev o Jo Jo
R ,m r2m
= pJ J j r*dr sinf d@ do
o Jo Jo

o) ) [ )

M=ple ] [p]27[— cos 6]
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Chapitre m

Les intégrales impropres

La notion d'intégrale (au sens de Riemann) a été introduite, dans le chapitre
IT, pour les fonctions bornées sur un intervalle borné. En particulier, on sait que
toute fonction continue et bornée sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann. Dans
ce chapitre, on va étendre cette notion au cas ou les fonctions considérées ne sont
pas toujours bornées et au cas ou l'intervalle sur lequel on intégre n'est pas

nécessairement borné.



Chapitre 1l : Calcul d’intégrale Dr Temmar Fatma

I11. Intégrale impropre

Jusqu’a présent on avait considéré la définition d’une intégrale sur un intervalle lorsque cet

intervalle est borné :

Le symbole fabf(x) dx (intégrale de Riemann) a été défini pour une fonction f réelle définie

sur I’intervalle [a, b] fermé et borné.

Si sur un certain intervalle le domaine sous la courbe de la fonction f est illimité, alors I'intégrale

de f sur cet intervalle est dite impropre.

Une intégrale impropre (ou généralisée) concerne une fonction réelle définie sur un intervalle qui

n'est pas un intervalle fermé et borné.
Les intervalles concernés sont donc :
o Les intervalles bornés, ouverts ou semi-ouverts :
[a,b[,]a,b],]a,b] (a €R,b €ER,a<b)
e Les intervalles non bornés :

]—o0, b],]—00, b, [a, +o[ ]a,+ox[,]—c0,+0[ (a € R,b ER)

I11.1 Intégrales de fonctions définies sur un intervalle borné, infinies a I’une

des extrémites :

C'est le cas si au moins l'une des bornes d'intégration est —co ou +co. Dans ces cas-Ia,
I'intégrale de la fonction de a & +oo est la limite de I'intégrale de f de a a b lorsque b tend vers +oo,
et l'intégrale de la fonction de —oo & a est la limite de l'intégrale de f de b & a lorsque b tend

VEIS —co,

Par exemple on considére la fonction f définie sur I’intervalle [a, +oo] et on se pose la question

- . b .
”Est-ce que la limite ll)lm J, F(x)dx existe ou non ?”
—00

Pour répondre a cette question, il faut connaitre la primitive de f. En effet si
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F(x) = f f(O) dt

a
alors

lim | ? f(x) dx = lim F(x)
—00 X—00

et seulement lorsque cette limite | existe on peut noter

I = foof(x) dx

et dans ce cas on dira que /’intégrale converge. Cette intégrale s’appelle 1’intégrale impropre en
b.

Si I'aire sous la courbe du domaine illimité est finie, alors I'intégrale impropre correspondante est

dite convergente. Si cette aire est infinie, elle est dite divergente.
Définition :
Soit f:[a,b[ » R, 00 a < b < +o0, une fonction continue sur [a, b[.

On dit que I’intégrale impropre ff f(x) dx est convergente si la fonction x — f; f(x)dx admet

une limite finie quand x tend vers b.

On pose alors :
b b
J f(x)dx = limf f(x)dx
a b—co a
De mémesi f: — R, ou est définie sur ]a, b] avec—o < a < b, I’intégrale impropref:f(x) dx

A b .
est convergente si J}L% fx f(x) dx existe..

Exemple : Calculer I’intégrale impropre :

+o0 b 1
f x%2dx = lim —dx
1 xotoo Jio X

Solution :

On sait calculer I'intégrale de 1 a b de la fonction f:x — xiz

b 1 b 1 b 11? 1
f —dezf x‘zdxz[ x‘2+1] = [——] =——+1
1 X 1 -2+1 1 xly b

On calcule sa limite quand b tend vers +o :
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) b1 ) 1
lim —dx = lim (1——)=1—0=1
x>+ ), X xX—>+00 b
Exercice :
+00
fl Fdx =
Choisissez une seule réponse (a)% (B) % (b) 1 (c) Elleestdivergente

1.2  Exemples de calcul d’intégrales impropres
111.2.1  Utilisation d’une primitive :

Etude de : f0+°o e ¥ dx ainsi a partir de 1’égalité,

X
Vx>0, f e¥dx=[-e*f=[-e*+e%=[1-e*]
0

b
, lim | e*dx=1lim[1-e*]=1

X—400 0 X—00
on déduit, en faisant tendre x vers 4oo, que I’intégrale f0+°° e dx est convergente et vaut 1.

2. Etude de : f+oo dx

0 1+x2

x 1
) dx = arctanx,
0 1+x2

1
1+x2

quand x tend vers +oo, la fonction x — fox a une limite qui vaut g
On a donc montreé la convergence de I’intégrale et calculé sa valeur.

111.2.2 Intégration par parties :

Etudede: I, = f0+°°x"e‘x dx

N . L +oo -
On considere, pour un entier naturel n, I’intégrale I, = fo x"e ¥ dx.
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En intégrant par parties :

Vx >0, lim f x"e ™ dx = lim [—x "e‘x]3‘+nli§rn foxxn‘le‘xdx
X—>+00

X—+00 X—+o0

X X

lim | x" e ™*dx = lim [-x" e ™[} + (n—1) llm x" e dx

Quand x tend vers = le premier terme tend vers 0 et le second a une limite égale a 1.

lim [-x" e *]¥=0+1

X—4 00
+00 +o00
Iy = j xe ™™ dx = f e dx = [—e*]{* = +1 I, existe et vaut 1
0 0

On montre par récurrence que :
Ly=nl,_;=nn—VDL,_,=n(n—-1)(n—-2),_3s=n(n—1)n—-2)(n—3) .. I,
n=nn—-1)(n-2)(n—-3)..1=n!

I,, existe pour un certain entier n, et vaut n!.

111.2.3 Changement de variable :

f+ oo arctan x

Etude de : 0 1it

Pour tout x réel strictement positif, on pose, le changement de variable

u(x) = arctan x. du = e
On obtient alors :
f+°° arctanxd J‘arCta“x p pr|eretengx (arctanx)? — 0)
———dx = udu = [— = —((arctan x)? —
o 1+x2 o 2] 2

Quand x tend vers +oo ,

2
onadonc: lim = (arctan x)? = "

x—)OO
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+oo arctan x d

D’ou: |

0 1+x2

Les calculs faits nous ont montré simultanément la convergence de 1’intégrale.

111.3 Intégrales de fonctions definies sur un intervalle non borne :

Nous allons considérer maintenant I’intégrale de f sur un intervalle non borne.

C'est aussi le cas de l'intégrale de ¢ a b d'une fonction f qui tend vers l'infini lorsque x tend
vers ¢ (ou vers b). Si f tend vers +co lorsque x tend vers c, alors l'intégrale de f de c a b est la

limite de I'intégrale de f de a a b lorsque a tend vers c.

Par exemple :

Voici par exemple le calcul de

11 bq
—dx = lim —dx
j;) \/z a-0 J; \/E

On calcule d'abord I'intégrale deaa 1 :

11
11 1 2

j—dx=j x2 dx = xT =[2\/§]1=2\/T—2\/_=2—2\/E
0\/§ 0 E @

a

On calcule sa limite quand b tend vers 0 :

b
. 1 .
111331 xdx_!lngg(Z—z\/a)_Z—Zxo_z

Définition :
Soit f:]a,b[ » R, 00 —oo < a < b < +oo, une fonction continue sur ]a, b[.
On dit que I’intégrale f:f(x) dx impropre en a et b, est convergente lorsque, pour un réel ¢ €

la, b[, les deux intégrales fac f(x)dx + fcb f(x)dx convergent.

On pose alors :

b c x
ff(x)dszi_r)t;Lf(x)dx%—Li_r}rl}j;f(x)dx

a
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Si I’une des deux intégrales diverge, 1’intégrale f: f(x)dx estdite divergente.

< ) 1 dx
Etude de : f—wm
Ona:
1 0 d 1 dx
| = 4| ==
f_1v1+x2 .[-_1\/1+x2 0o V1 + x2
.y . , . . 0 dx .

Pour la premiére intégrale, on étudie la fonction x — fx 7 = —arcsinx

Quand x tend vers -1, cette fonction a une limite qui vaut g

On montre de méme que : f \/_ = hm[arcsm x]s
d’ou

| =

Comme précédemment, on a simultanément montré 1’existence de 1’intégrale et calculé sa

valeur.
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Chapitre TV

Les équations différentielles

L'objectif est dacquérir une bonne connaissance de base sur
I'équation différentielle, une équation liant une fonction et sa dérivée. La
résoudre revient a frouver une expression générale pour toutes ces
solutions. On se limitera dans ce cours aux équations linéaires, du premier
ordre et du deuxiéme ordre et aux dérivés partiels du premier ordre et

du deuxieme ordre.
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V. Les equations differentielles
IV.1 Equations différentielles ordinaires du ler et du 2éme ordre :

Dans ce cours en intéressant a la résolution des équations différentielle d’ordre 1 et
2, on cherche une fonction y(x) qui est continument dérivable sur un intervalle de
définition ;
par exemple : y' + a(x)y = b(x),
ouy' est la dérivée de y.
Dire qu’elle est du premier ordre veut dire que cette équation ne fait intervenir que la

fonction y et sa dérivée premiére y’'.

Résoudre une telle équation différentielle, c'est trouver toutes les fonctions

dérivables y(x) définies sur un intervalle I a valeurs dans R vérifiant,

pour tout x €1, y'(x) +alx)y(x) = b(x).

IV.1.1 Equation différentielle du premier ordre sans second membre (ED du
1'er OSSM) :

On commence par chercher la solution générale de 1’équation sans second membre,

I'équation: y' +a(x)y=0 ... ()

H= djc;—ix) =—alx)y = fdyy(—%) =—fakx) dx =Inylx)=-[a(x) dx

a(x) dx —A(x)

:?}’(x):e_f = yx)=A1e

Soit A(x) une primitive de la fonction a(x). Les solutions de I'équation homogéne sont les

fonctions x = Ae™4™) X une constante réelle ou complexe.

—A(x)

Vg (x) = Ze
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!

Exemple : Trouver la solution généralede I’éq: y' =3y ..I

Solution :
dy dy dy
| = —=3y = —=3dx = f—szdx = Iny =3x + Cst
dx y y
1 = y(x) — 63x+Cst — eBx eCst — ﬂe3x = yg(x) — ﬂe3x
Théoréme :

L’équation y’ + a(x)y = 0 admet une solution générale la fonction y,(x) définies
par :

yg(x) =4 e o0 A est une constante réelle quelconque.

IV.1.2 Equation différentielle du premier ordre avec second membre (ED
du 1" OASM) :

Voici la procédure :

Pour résoudre 1’équation avec second membre : y' + a(x)y = b(x) .... (1)

a(x) et b(x) sont deux fonctions continus et dérivables sur I’intervalle I ;

< on commence d’abord a chercher les solutions de I'équation homogene :
y' +alx)y=0 ....(I)
(Solution trouvé pour ED dul™®" ordre SSM = solution générale y,(t))

< Une fois que la solution générale (y,(x)) est connue alors on pose:

y,(x) = A(x)g(x) telleque g(x) =e 4™

1I’équation (11) admet une solution complet y(x) égale la somme de la solution générale trouvé

pour I’éq (I) et la solution particuliere, donc on pose : y(x) =y, (x) + yg(x).
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y(x) — ¥, (%) + ¥, (%)
solution générale de 1'éq solution particuliére solution générale de I'éq sans
avec second membre ’ second membre (homogéne)

Et on dérive : y,(x) = ' (x)g(x) + A(x)g'(x) .....(1)
En remplace (1) dans (I1) on cherche a trouver A(x) :

y' +a)y=>bx) = A)gx)+Ax)g'(x)+ a(x)Ax)g(x) = b(x)

Ontrouve que:  A(x) = f%dx

Et enfin en essaieras de trouver y(x) = A g(x) + [f%dx] gx)

Proposition :
Soit y,(x) une solution de y'+ a(x)y =b(x), appelée solution particuliere de
I'équation. Alors toute solutiony s'écrit y,(x) + y4(x), oly, est une solution de

I'équation homogeéne (ED du 1" OSSM).

Exercice :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. y'+y= sur R

1+e*
2. 1+x)y'+y=14+In(1+x) sur]-1,4o]
3. y'—2xy=(2x—1)e* surR

4. y' —y/x =x* sur]0,+oo[

Solution de exemple 1 :

1. On commence par résoudre I'équation homogéne y’ + y = 0 dont la solution genérale est :
yg(x) =Ade™* =1gx).

on cherche une solution particuliere sous la forme y,(x) = A(x)g(x) = A(x)e™™

de sorte que y,(x) = A'(x)g(x) + A(x)g'(x) = X' (x)e™ — A(x)e™™ .

On introduit ceci dans I'équation différentielle et on trouve :
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A(x)e™ —A(x)e ™ + A(x)e™* = ! = A(x)e* =

1+e*

1+e*

ex
1+e*

=[dA(x) = [

Apres simplification, ceci donne  A'(x) = —

= AUx) =In(1 +e*)
Une solution particuliere est donc donné par  y,,(x) = A(x)e™ =In(1 + e¥)e™™
Finalement, la solution générale de I'équation avec second membre est donnée par
x—In(l+eX)e ™™+ A1e ™

IV.1.3 Equation différentielle d’ordre deux sans second membre (ED du 2'¢™®
OSSM) :

On commence par chercher la solution générale de 1’équation sans second membre

(homogene) :

ay" +by' +cy=0 ...(E)
L’équation caractéristique associé a 1’éq (E1) s’écrit: ar?+br+c=0 ...(B2) avec
a,bc € R

On calcule le discriminant : A= b? — 4ac

L’ensemble des solutions générales y,(x) sont donnée dans le tableau suivant :

A Racines de I’équation E» Vg (x)
A> 0 | Deux racines réelles : yo(x) =Cre"* +C e  ,( etC, ER
—b+VA -b—VA
= et =
2a 2a
A= 0 | Une racine double : yo(x) = (Cix + C)e™ ,C; etC, ER
-b
rn=r=r= E
A< 0 | Deux racines complexes : yg(x) = (Cy cos fx + C, sin fx) e**
n=a+if et n=a—if C, etC, €ER aveca=% et,8=%
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Exemple : Trouver la solution généralede I’éq: y" +y'+y =0 ....(E1)

Solution : L’équation caractéristique 72 + 7+ 1 =0 ....(E2)

-(=3) _ 3
2

f .. 2 -
On calcul le discriminant: A= —3 =23 = (iV3)", avec a=— et f=Y—"—=

r=2(1+iV3) et r,=-(1-iV3)
Donc  y,(x) = (C1 cos?x +C, singx) e_Tx

IV.1.4  Equation différentielle d’ordre deux avec second membre (ED du 2™
OASM) :

On cherche a résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants ou

a, b et ¢ sont des constantes réelles :
ay" +by'+cy=f(x)....Eq.1

Etape 1 : On détermine d’abord les solutions générales de 1’équation homogeéne :

ay" +by'+cy=0  ....Eq.2

a.  sil'éguation caractéristique admet deux racines rz et r2, alors les solutions sont
les fonctions :

x'_)yg(X)=C1 er1x+C2 erzx ,C1 et CzER

b.  si I'équation caractéristique admet une racine double r, alors les solutions sont les

fonctions :
xpy,(x)=Cx+C;, ,C etCER

c.  sil'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, o=if, alors les
solutions de I'équation homogene sont les fonctions x & y,(x) = (C; cos fx +

C, sin fx) e**,
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Etape 2 :
On cherche ensuite une solution particuliére : y, (x)
a. si f(x) estun polyndme, on cherche une solution particuliere sous la forme d'un
polynéme.
b. si f(x) = Ae**, on cherche une solution particuliére sous la forme
» Be®* sik n'est pas racine de I'équation caractéristique;
»  (Bx + C)e**si k est racine simple de I'équation caractéristique;
» (Bx%+ Cx + D)e**si k est racine double de I'équation
caractéristique.
c. si f(x) = Bcos (wx), on cherche une solution sous la forme : y, (x) = acos(wx) +
b sin(wx)
sauf si I'équation homogeéne est y" + w?y = 0. Dans ce cas, on cherche une solution
sous la forme y, (x) = a x sin(wx).
d. si f(x) = Bsin (wx), on cherche une solution sous la forme : y, (x) = a cos(wx) +
b sin(wx)
sauf si I'équation homogeéne est y"’ + w?y = 0. Dans ce cas, on cherche une solution
sous la forme y,(x) = a x cos(wx).
e. Plus généralement, si f(x) = P(x)e**, avec P un polynéme, on cherche une solution
sous la forme y, (x) = Q(x)e**.
Les solutions de I'équation 1 s'écrivent comme la somme de cette solution particuliere

et des solutions de I'¢quation homogene.
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Exemple : Résoudre I’équation suivante :
y" =3y —4y =3e** .....(E))
Solution :
1. On détermine y, (x) solution de I’équation homogéne d’ordre 2 : y"" — 3y’ — 4y =
0....(E)
L’équation caractéristique : 12 —3r—4=0 = (r—4)(r+1)=0
>n=4,rn=-1
Donc:y,(x) =C,e* +C,e™ ,C etC, €ER
2. Maintenant on va chercher a trouver une fonction particuliére qui rassemble f(x) :
Donc on propose : y, (x) = Ae**
Sa dérivée premiere : y',(x) = 24Ae?*
Sa dérivée seconde : y”p(x) = 44e?*
En remplace cette fonction et ces dérivées dans 1’eq.E1, on trouve :
y" =3y —4y = 3e?* = 4Ae** —3.24e** — 4 Ae?* = 3e?*
= —6A=3
= A=-—-

2

2x

Donc la solution de 'eq.E1: y(x) = y,(x) + y,(x) = C; e* + C, e™* — %e

Exercice : Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes avec les conditions
initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0. y'=3y'+2y=1+2e*....Eq.E

Solution :
L'éguation homogeéne correspondante est y"' — 3y’ + 2y =0
Le polyndme caractéristique : r2—3r+2=0s0 — 1) —2)

donc les racinessontr =1 etr = 2
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La solution de I'équation homogeéne est donc de la forme : y,(x) = C; e* + C, e**, C; et

C, ER
Cette équation a deux seconds membres 1 et P(x)e™*.

a. 2" membre = 1, qui est de la forme P(x)e™* avec m = 0 et P le polyndme de degré 0,
P(x) = 1. Donc (E) a une solution de la forme Q(x) ou Q est un polyndme de degré 0, i.e.

Qx) =a.
Comme Q est solution de (E), alors Q" —3Q"'+2Q =1

Ce quidonne 2a =1,doncla = % =Q(x)

b. 2" membre 2e*, qui est de la forme P(x)e™* ol m = 1 et P est un polynéme de
degré 0. Comme 1 est une racine simple (r = 1) du polynome caractéristique, alors
(E) a une solution de la forme P(x)xe* ou P est un polyndme de degré 0, i.e. de la
forme Q(x) = Bxe*

Etant donné que Q est solution de (E), alors :
Q" +3Q"+2Q =2e*= (Bxe*)" —3(Bxe*)' + 2pxe* = 2e*
= pe* + fe* + Pxe* —3Le* —3Pxe* + +2[xe* =

2e*
= f+p+Px—3F—3fx++2x =2

= —fe* =2e*

= pf=-2

L'ensemble de solutions d'une équation différentielle du second ordre est un espace vectoriel

de dimension 2, alors la solution générale de (E) est de la forme :

}’(x)=Clex+Czezx+%—2xex ,C, etC, ER
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Ici les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0 donnent

Cre®+Ce?0+2-20.e2=0 CL+C+5=0
=
Cre®+2C,e20—20.e°—2e°=0 (¢ +2¢,—2=0

Ce qui donne : C, =§ et ¢, =-3

Danscecas, [y(x)=—-3e* +§ e?* + % — 2xe*

V.2 Equations aux dérivées partielles du 1" ordre et 2™ ordre
IV.2.1 La fonction a deux variables :

Définition :

Une fonction a deux variables est une application: R* - R

(e, y) P fx,y)
Domaine de définition de la fonction f(x): Dy = {(x,y) € R*/f(x,y) existe dans R}

Exemple :

Calculer I’image de f(x) au point (-1, 1) tel que fégale a: f(x,y) =x2 —y?+2y+1
f(-1,1)=1-14+2+1=3€R

IV.2.2 1% dérivée partielle (EDP du 17 O) :

Une EDP est alors une relation entre les variables (x, y) et les dérivées partielles de f(x,y)

Deéfinition :
Soit f(x) une fonction dérivable sur R?, pour cette fonction a deux variables il y’a deux

dérivées partielles :

- une par rapport a X, en considérant y comme une constante, note : é pour S|mpI|f|er, on

utilise parfois f;
of

- et ’autre par rapport a y, en considérant X comme une constante, noté : 3y OU parfois f,

5]
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Question : Calculer la 1" dérivée partielle des fonctions suivantes :

O fl,y)=xy—x*+4y*—y

1- Parrapporta x,y constant : Z—x =y—2x

2- Par rapport a y, x constant : Z—£ =x+8y—1
_ Ay+x

3 f(x’y) - x2_+_y2_1

1- Parrapporta X,y constant :

of _ W) (2+y2-1)-(r+0(x2+y?=1) _ xP+y2-1-(Jy+n)2x
ax (x2+y2-1)2 (x24+y2-1)2

2- Par rapport a y, x constant :

1
of — Wy+x)' (xZ+y2_1)_(ﬁ+x)(x2+y2_1)l ﬁ(xzﬂfz—l)—\/izy

dy (x2+y?-1)? (x2+y2-1)?

P flx,y)= siny+2yx+§

1. Parrapporta X,y constant: Z—i =2y
1

2. Parrapporta vy, x constant : Z—; =cosy + 2x — v

IV.2.3 2°™ dérivée partielle (EDP du 2" O) :

De la méme fagon que précédemment, on peut étudier I’existence de la dérivée par rapport a

x de f/(x,y) etde f;(x,y) ; on définit ainsi les dérivées second que 1’on note :

0%f " _ % f(x,y)
feGuy) =55 et fiy(xy) = Syon

On peut definir les dérivées second par rapportay de f,(x,y)etde f¢(x,y) que I’on note :

" _ a*f _ % f(x,y)
fyZ(x»J’) - a_yz et fyl;c(x’y) = T oxay

Exemple :

Calculer la 2™ dérivée partielle de la fonction : f(x,y) = x% + y3
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Solution :
" _0%(x3+y3) _ a(3x?) _
fxz (x; _'Y) — ox2 — ™ — 6x
2 92(x34+v3
(X, y) = 02f(xy)_0*(x*+y®) _ a(6x) _ 0

dyox dyox dy

" _ 62(x3+y3) _ 0(33/2) _
fyz(xly) - ayz - ay - 6y

” _0%(x3+y%) _ a(3y?) _
yx(x;Y) = Taxay ox 0

= foy) = fx(xy)

Les dérivées partielles par a rapport a x, puis par rapport a y sont les dérivées partielles
mixtes. Si les derivées partielles mixtes existent et sont continues, alors elles sont égales :
I'ordre de dérivation est indifférent : c'est un résultat établi dans toute sa généralité par Karl H.

Schwarz :

Théoréme de Schwarz :

Soit f est une fonction numérique de deux variables x et y. Si f est de classe C? (admettant des
dérivées partielles continues d'ordre 1 et 2 par rapport a chaque variable), alors :

% f(xy) _ 02f(xy)
oxdy dydx
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Chapitre V

La transformée de Laplace

Un des principes de la Transformée de Laplace permet de résoudre une
équation différentielle linéaire en basculant dans un autre espace, |I'espace de
transformée de Laplace. A |'intérieur de ce nouvel espace, vous aurez juste a
utiliser des techniques algébriques connues. Seulement, il ne faudra pas oublier
d'utiliser le processus inverse, qui s'appelle la transformée de Laplace inverse,
afin de pouvoir trouver |'expression de la solution du probléme, c'est-a-dire

I'original du systeme.
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V. Latransformée de Laplace :

Une méthode mathématique les plus efficaces pour :
< Résoudre les équations différentielles en électricité et électronique
2 Le calcul de la fonction de transfert d’un systéme

2 L’analyse de la réponse d’un systéme

V.1 Définition
Si f(t) désigne une fonction a valeurs réelles ou complexes de la variable réelle t, définie sur le
domaine t €]0,4oo[ et nulle pour t < 0; on appelle Transformée de Laplace de f(t) la fonction
F(p) définie par :

+00

LWf®), =F®) = | fer dx

0

ou p est la variable réel ou complexe positive.

- On dit que F(p) est " I’image " de f(t) par la TL et également f(t) est I’originale de F(p).
TL
f&) — F(p)

V.2 Transformée de Laplace de quelques fonctions élémentaires

a. Transformée de Laplace d’un échelon unitaire :

» TL d’u échelon unitaire : f(t) = u(t), t =0

1t
+ 00 e pt

L), = |

1.e7Pldt = l—
P 1

1
L(l)p = 5
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b. Transformée de Laplace de la fonction exponentielle :

» TL de lafonction f(t) =e ™, t=>0 ()
+co + 00 ( ) e—pt +
L(f(®)) = —at ‘Ptdtzf Wt g = |-
1 .
L —at — >
(€™p p—a t =0

c. Transformée de Laplace de la fonction puissance :

B TLdelafonction f(t) =t, t =0 on utilisant I’intégration par parties :

to , t.e Pt1T® 1 [t . e~ pt1t® 1
L(t)p=f t.e Pldx = |- ——J —l.e™Ptdx = |- =—
0 0 0 0

p p p? p

1
L(t)p = E

» TL delafonction f(t) =t?, t >0 on utilisant deux fois I’intégration par parties :

, ‘e t2.e )" 2 e 2[ e P]"™ 2
L(t )p=f t2. e Pldx = |- +—f t.e™Pldx =—|-—; =—
0 p 1, PJo p 2 S p

) 2
L(t )p =F

» TL de lafonction f(t) =t™, t >0 on utilisant n fois I’intégration par parties :

+oo nn—-1n—-2 1%
= [ eI [ g,
0 0
nn—1n-2 1 n!
= - e [_e—pt]a-oo = 71
p p p p p

n!
L(t™), = prtl
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d.  Transformée de Laplace de la fonction dérivée :

» TL de la fonction dérivé f'(t), t=0

@), = [ F@erds

avec une simple intégration par parties on montre facilement que si f(t) est continue, alors :
L(f'®), =p-L(f®), — f(0)
On peut ensuite obtenir :
» TL de la dérivé second de la fonction f(t), t=0

L(f"®), =p.L(f(®)), —pf(0) - £'(0)

et, par récurrence, les transformées de Laplace des dérivées troisieme, quatriéme, etc.

» La formule générale de la dérivation :

L(f*®), =p™ L(f(®), —p"f(0) =p"2f1(0) — - = p°f"7*(0)

V.3 Propriétés

— Linéarité : Soient f,g: Rt - ¢ deux fonctions admettant des transformées de

Laplace F(p) et G(p), et soient a et B deux réels ; alors :

TLla.f(©) + B.g(®)] = L(a.f (&) + B.g(8))p = aL(f (t))p + BL(g(8))p

Grace a cette propriété, on peut déterminer la transformée de cosinus et sinus :

elat 4 o—iat 1 . . 1 . _: 1 . .
cosat =———==- [elat + etat] = L, (E [elat + e “‘t])p == [L(e“‘t)p +L(e ‘“t)p]
sinat = %ﬁ‘“‘t _ zli[eiat —emiat] = | (Zil [eiat — e—iat])p _ %[L(eiat)p _ L(e—iat)p]

1
avec L(e*), = = on trouve que :
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L(cos at)p - %[p—lia pjia] - :% [éfz;(z:z) - pziaz
L(cosat), = pZ-II'—;aZ

De méme on trouve :

v, =3 il = L = =
L(sinat), = T a?

Exemple : Déterminer la TF de : f(t) = 2sint — 3 cos V2t

Solution :

TLIf(0)] = TL[2sint — 3 cos V2t | = 2L(sint), + 3L(cos V2t )

— 1 p
p2+1 p2+2

2 3p
p?+1  pZ+2

Exemple : Déterminer la TF de :f(t) = cost — u(t)

Solution :

Déterminer la TL de :

TL[cost] =p2]i_1 ) .
TLIf ()] = 1 = TLF@] =+

— Multiplication par un réel : Soit f: R* — C une fonction admettant des transformée

de Laplace F(p), et soit un réels k > 0 ; alors :

TLIkf(O)] = k.L(f (), = f Sk ePtdr = k f " gy = k.F(p)
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Exemples de dérivation :

1. Déterminer la TL de dérivée de : f(t) = cos 3t

On connaitque:  f(t) = cos 3t :L(f(t))p =F(p) = -2

p%+9

L(f'(t))p = L((cos 3t)" ), = p.L(cos3t), — f(0) = p'pzzil- 9 p*+9

2. Déterminer la TL de dérivée de : f(t) = sint

1
p2+1

Onconnaitque:  f(t) =sint = L(f(t))p =F(p) =

L(f’(t))p = L((sint)" ), = p.L(sint), — f(0)

—sin0

V.4 Transformée de Laplace de I’intégration :

L’intégration dans le domaine du temps correspond & diviser par p dans le domaine de Laplace.

On peut démontrer cette relation en utilisant la définition de la transformée de Laplace et une

‘ _F(p)
([0 @) -5

p

intégration par parties.

V.5 Théoreme du retard (La translation dans le domaine de Laplace) :

La translation dans le domaine de Laplace de fréquence correspond a une multiplication par un

exponentiel dans le domaine du temps.

Pourt>a

+ oo + oo

et e Pldx = f e~ POt gy = F(p — a)
0

Lef®), = |
Exemple :

Déterminer la TL de : f(t) = e?' cos V3t
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On connaitque:  L(cos \/§t)p = et L(e*), = p%z

14
p2+3

= L(e?® cos \/§t)p = L(cos \/§t)p_2 =F(p-2)

p-2
T (p-2)2+3

V.6 Changement d’échelle :

Le changement d’échelle permet d’établir la relation entre f (t) et F(p) lorsque la variable de temps

est multipliée par une constante k >0 :
+ 00 +00
= _pt = u= kt = lf _Bt = l
L), = [ raoertae= i) =2 [ ro et a= i),

L), = ¢ ()

V.7 Transformée inverse :

L’inverse de la TL consiste a déterminer la fonction originale f(t) a partir de sa transformée de

Laplace F(p):

LF®),=F®) = f©=L(F),

Exemples :

1, F(p)=% = TL? [%]zu(t)

_ _ p—2 -1 p—2
2. Flp—-2) T (p—-2)2+3 = TL [(p—2)2+3]

donc  f(t) = e?t cos/3t

__ 3p+7 -1 3p_+7 — -1 L_L
3. F(p)—pz_zp_3:’> TL [pz—Zp—S] =TL [p—3 p+1

donc f(t) =4e3t —e7t
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a=2

_ 3p+1 _a bp+c _
4 F®)=Goopem ~pmi T e ™ P = 72
c=1

2 2p—-1 1 p

1

2 p—1 p?+1 p—1 p2+1+p2+1

TL1 L]zTL‘l[ZL—Z P__3

(p-1)(p?+1) p-1 p?+1

donc f(t) =2e*—2cost+sint

V.8 Application a la résolution d’’équations différentielles :

Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficient constants :

L(f®), =p"L(f®©), —p" 7 f(0) = p"2f(0) = - = p°f"7*(0)

f@®) =apy™ +ay" 1+ +ay,y' +ayy

]

Dr Temmar Fatma

On demande de trouver la solution de cette équation y = y(t) pour t = 0 et vérifiant les

conditions initiales : y(0) = y,, ¥'(0) = y;, ..., y*1(0) = y3 1.

On cherche la transformée de Laplace des deux membres de 1’équation :

LIf®], = Llagy™ + a,y™ ' + -+ +ay_1y' + anyly

En utilisant les propriétés de linéarité

LIfOlp = aoL(y™p + a1L(y" )y + -+ +an-1L(y)p + anl(y)y

Exemple :

2
Résoudre 1’équation différentielle suivante : dstgt) +9y(t) =1 avecy'(0) =y(t) =0

TL[E20 + 9y)] = TLII] = pPTLOD), — py(0) — y'(0) + ITL(y(D) = TL(D)

dt?

= p*TL(y(t)), + 9TL(y(t)) = TL(1)

= P+ NTLHD), =
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1 a , bp+c _ (a+b)p?+cp+9a

= TL()’(t))p = =7 p249 p(p?+9)

0219 » 9a=1=a=1/9

c=0

{a+b=0:>b=—a=—1/9

1 1

donc TL(y(t))p = %[E - (p2+9)

= y@©=TL" lg [% - (p21+9)]l

17, 1
= y() = 5[1 —§sm St]

V.9 Utilisation de la transformée de Laplace a partir des Tables

Pour un probléme donné, on obtient assez facilement 1’image F(p) d’une fonction f(t), dans la

recherche de ’origine de la fonction f(t) on utilise la Table de correspondances on " dictionnaire

de la Transformée " f(t) <> F(p).

Table des transformées de Laplace :

Fonction f(t) L(f(t))p =F(p) = j+oof(t)e‘pt dx
0

u(t) =1 p
t" , neN n!
pntl
e, a€eR 1
p—a
sin(at), a €R a
pZ + a2
cos(at), a € R p
p2 + aZ
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Exercice :
Résoudre 1I’équation différentielle suivantes par la transformée de Laplace :

y'—=2y'+y=0 avec y(0)=1 et y'(0)=0

Solution :

y'-2y'+y=0 = LO" -2y +y),=1L(~0),
= L")y +L(-2y),+L(y), =0
= LY+ 2L, + L), =0
= P2LO), —pf(0) — £(0) + -2 (p. L), — £(0)) + L(3), = 0
= piL(y),-p.1-0-2 (p.L(y(t))p —1)+L(y), =0
= pALy)y—pP-2p.L(y)p+2+L(y), =0

= @P*-2p+DLY),=p-2=p-1-1

r-2 _ p-2 _ p-1 1 1 1

= L0 = pi-2p+1 (-2 (@-1?  (@-D?  p-1 * (-1)?

1

= y)= L1 (p%)p +171 ((p_11)2)p =e +elt=e'(1+t)

= y@)=e'(1+1)
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Chapitre VI

La transformée de Fourier

La Transformée de Fourier peut €tre vue comme une généralisation des séries

de Fourier aux signaux non périodiques
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VI. Latransformation de Fourier

B Acquérir les outils de base que sont : les séries de Fourier et la transformeée de
Fourier.

» Développer et interpréter une fonction périodique en séries de Fourier;

B Calculer et manipuler la transformée de Fourier d'une fonction (a une seule variable).

La transformée de Fourier F est une opération qui transforme une fonction intégrable sur R
en une autre fonction, décrivant le spectre fréquentiel de cette derniere. Si f est une fonction

intégrable sur R, sa transformée de Fourier est la fonction F(f).

Vi1 Rappel sur le développement en série de Fourier

Soit f une fonction (ou signal) périodique de période T.

Joseph FOURIER, mathématicien francais, affirma, dans un mémoire daté de 1807, qu’il était
possible, dans certaines conditions, de décomposer une fonction périodique f sous la forme d’une
somme infinie de signaux sinusordaux.

Ainsi on a, dans certaines conditions (par exemple si f est de classe C! par morceaux):

a
f) = 70 + z (a,, cos nwx + b, sin nwx)
n=1
21
avecT = —
w

On peut donc considérer f comme la somme

- d’un terme constant ao
- d’un nombre infini de termes sinusoidaux appelés harmoniques.

L’harmonique de rang n est

U, = a, cos nwx + b, sinnwx
Il peut s’écrire sous la forme

u,(t) = A, cos(nwx — ¢,,)

avec A, =, a3 + b3 et tan(p,) = z—" (sia, #0)
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, , ) 2 (- ,
Ay représente 'amplitude, — la période, ¢, laphase et == la fréquence.
Remarque :

Si on utilise les coefficients de Fourier complexe, on obtient alors une décomposition :

+o00

FO= ) cpenet

n=-—oo

avec c, coefficient de Fourier complexe de f.

V1.2 Série de Fourier

VI1.2.1 Définition

On appelle série de Fourier associée a f(x), la série de fonctions trigonométrique de la

forme :

(00}
a
70 + Z (a,, cosnwx + by, sin nwx)
n=1

2T

avecx ER,w >0, w = -

pour tout n dans N, les coefficients a,, et b,, sont appelés les coefficients de Fourier, peuvent

s’écrire comme suit :

2T
2 (@
n = f f(x) cos(nwx)dx,
0

. 5 ;
n—?L f(x) sin(nwx)dx

Et aq,= %fOTf(x) dx

En particulier si ® = 1, cas des fonctions 2z-périodique ;

2

an = — i f(x) cos(nx)dx = %f;f(x) cos(nx)dx

21

b _1 i d L i d
n=— ) f(x) sin(nx) x—;f_nf(x) sin(nx)dx
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Dans cette partie, on ne va considérer que les fonctions de période 2m. A chaque fois on

précisera les formules pour une période quelconque.

VI1.2.2  Proprietés :

Nous allons étudier quelques cas particuliers. Rappelons d’abord quelques propriétés.

f: k — k une fonction intégrable sur [k, k].

> f estpaire = f_kkf(x) dx =2 fokf(x) dx
> [ estimpaire = f_kkf(x) dx =0
< Si f est développable en série de Fourier :
a. f(x)estpaire:

a, = %f_nnf(x) cos(nx)dx = %fonf(x) cos(nx)dx
car la fonction x — f(x).cos(nx) est paire.

et b, =0 carlafonction x — f(x).sin(nx) estimpaire
b. f estimpaire :
a, = 0 carlafonction x » f(x).cos(nx) est impaire.
1 (" 2 ("
b, = —f f(x) sin(nx)dx = —f f(x) sin(nx)dx
Tt -1 n 0

car la fonction x = f(x).sin(nx) est paire

Exemple 1 :

Soit f: ]—m, [ — R une fonction périodique, T = 2 définie par f(x) = x.

Solution :
f(=x) = —x f une fonction impaire donc a, = a,, = 0 et
1 u=x u' =1

T . 2 rTT .
b, = ;f_nx sin(nx)dx = Efo x sin(nx)dx {v’ —sinnx  v= —%cos na

= %([—%cos nx]z + %fon cos(nx)dx)
= %([—%cos nmw — 0] + [n—lz sin nx]Z)

2 T
= —(——COSTlT[)
4 n
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— _ 2/ 4yn
= -2(-1)
— E _1\yn+1
=2(-1)
Et par suite
flx) = 70 Z a, cosnx + b,, sinnx)
n=1
[ee] [ee] 2
flx) = z b, sinnx = z — (D™ 'sinnx
n=1 n=1n
had (_1)n+1
= f(x) = ZZ—sinnx
n=1 n
Exemple 2 :

Soit f: ]—m, [ » R une fonction périodique, T = 2m définie par f(x) = |x|.

Solution :
f(=x) = |—x| = x : f une fonction paire donc b, = 0 et
1 (" 2 (™ 1,
a0=—J XdX=—dex=—[x]g=n
T)_, T J, T
1 rm 2 (T u=x u' =1
ap = ;f_nx cos(nx)dx = ;fo x cos(nx)dx {v’  cosmr +%sin -

=2 ([Esinna] -2 [ sin(rn)dx)

2 (i 1 T
=— [— sinnm — 0] + [—2 coS nx]
m\ln n

0

211
=— [ﬁ [cosnm — cos 0]]
211
= [ﬁ [cosnm — 1]]
{si npair 0

A . -4
Stnimpailr ?
4
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Et par suite

4 cos(2n + 1)x
T (2n + 1)?

f(X)=g—

V1.3 Transformée de Fourier d’une fonction :

VI1.3.1 Définition :

Soit f(x) une fonction a valeurs réelles ou complexes de la variable réelle x.

On appelle transformée de Fourier de f(x) la fonction complexe de la variable réelle k définie par :

Fk) =FIf)] = [ f(x) e **dt (L)

En physique, dans la plupart des exemples, la variable concernée est, soit une longueur, soit un
temps. Usuellement, la notation x représente une longueur. Dans ce cas, la variable k a les

dimensions de I’'inverse d’une longueur. Elle est appelée le vecteur d’onde.

Lorsque I’on considere une fonction f(t) du temps, on utilise pour la transformée de Fourier de
f(t) la notation :

Fw) =TFIf©)] = [T f(t) et dt )

Ou la variable ®, qui a les dimensions de I’inverse d’un temps, est la fréquence angulaire ou de la
pulsation avec w = 2mp.

La convention adoptée ici relativement au signe précédant i dans I’exponentielle imaginaire n’est
pas la méme dans les deux cas. Ce choix est lié au fait qu’en physique, 1’on est fréqguemment amené
a considérer la transformée de Fourier spatiale et temporelle d’une fonction f(x,t) dépendant a la
fois de I’espace et du temps. Cette transformée de Fourier spatiale et temporelle est genéralement

définie par I’intégrale double suivante :

Flf(x,t)] = f f+oof(x, t) .et@t=k)qt dx
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En ce qui concerne les fonctions d’une variable, nous utiliserons dans la suite la convention de
I’équation (1).

La définition précédente de la transformation de Fourier n’est pas toujours celle choisie.

Par exemple, certains auteurs définissent la transformée de Fourier de f(t) par :
Fw) = [17 f(©) e dt (3)

Mais parfois, notamment en électronique, ils peuvent utiliser une définition différente pour assurer
une symeétrie entre transformée et transformée inverse :

Fw) = =)0 f(D) .e7 dt (4)

Mettre la constante 7= permet d’avoir une définition de la transformée de Fourier inverse tout a fait

analogue a celle de la transformée de Fourier.

V1.3.2 Inversion de la transformation de Fourier :

On démontre que, inversement, on peut en général obtenir f(x) a partir de F(k) par la

transformation dite de Fourier inverse :
fG) =FIFU] = - [17 F (k) . e™* dk ©)

La formule d’inversion s’interpréte comme une décomposition de f(x) en une somme
d’oscillations harmoniques.
Si x est une longueur, F (k) est I’amplitude correspondant au vecteur d’onde K.

Si t est un temps, F (w) est I’amplitude correspondant a la fréquence angulaire w.

V1.3.3 Simplification des calculs dues a la parité de f(t) :
On remarque que :

F() =[5 f(®) et dt
= fjozo f(®) .(cos(wt) +isin(wt)) dt

= [T7F(®) .cos(wt)dt +i [T f(£) .sin(wt) dt
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» Si f(t) une fonction paire :

f(t).cos wt : est paire f:: f(@).cos(wt)dt = 2 f0+°°f(t) .cos(wt)dt

(t).sin wt : est impaire fj;o f(t).sin(wt)dt =0

On en déduit

F(f) = 2]+oof(t) .cos(wt)dt

> Si f(t) une fonction impaire :

f(t).cos wt : est impaire f_Jr;of(t) .cos(wt)dt =0

(t).sinwt :estpaire [ f(£) .sin(wt)dt = 2i [, " f(t) .sin(wt)dt

On en déduit

F(f) = 2if+mf(t) .sin(wt)dt

VI1.3.4 Transformée de quelques fonctions élémentaires

a. Transformée de Fourier de la fonction Heaviside dite également fonction échelon :

1 t=0

» TF d'u échelon unitaire : £(£) = { . 0

FIFO= [T f(©) . e7 @t dt

= f0+°° 1. e_iwt dt

—iwt1*
= lim |——
x—+00 LW 0
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b. Transformée de Fourier de la fonction exponentielle :

Dr Temmar Fatma

/“‘rt)
» TFde lafonction f(t) = e, t>0
= [° elaion © o=(ativ) - -t
= f_ooe a—lw dt + f() e atiw dt s =

[e(a—iw)t]o [ e—(a+iw)]+°°
—o0 0

(a—iw) (atiw)

- [(a—liw) - 0] + [0 + (a-l-liw)

i, 1
Y EEE.

(a—iw) (atiw)

2a

) = v

c. Transformée de Fourier de la fonction puissance :

» TL delafonction f(t) =t, t >0 on utilisant I’intégration par parties :

Fltl= [T te it de

O . .
= [_ teeT@tdt+ [ temiwtdr

—iwtet
= [_ Le lwt] T4 = [T 1. et gt
iw lg iw >0

+ oo

1 [e—iwt] _ 1
T iwl e 0 T (iw)?
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» TFde lafonction f(t) =t?, t =0 on utilisant deux fois I’intégration par parties :

+o00
F(t?) =f t2.e it de
0

t2.e"tot 2 ;+oo
=[— : ] + = [T teT@tdt
iw Iy iw*0
2 te~twt 1 (+oo —i
=2[-E ] 4l remetar
iw iw lp iw 70

-2(2)

1 3
iw

TF(t?) = z( w)

» TFdelafonction f(t) =t™, t =0 on utilisant n fois I’intégration par parties :

+00
F(t™) =f th. et gt
0
nn—-1n-2 1 +°°O . l
N— t0. et gt

iw iw iw iw

d.  Transformée de Fourier de la fonction dérivée :
» TF de lafonction dérivé f'(t), t=0

F(F' (1)) = f /(6 et dt

avec une simple intégration par parties :
. +00 +oo .
F(Fr®)=[rf® e‘“"t]_w + iwf f(t) e~wtdt

—00

La fonction f(t) est intégrable sur R et sa limite pour t — +oo est nul, donc :

F(f'@®) =iwF(f (D)
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On peut ensuite obtenir :
> TF de la dérivé second de la fonction f(t), t =0
F(f"(@®) = (W) F(f (1))
et, par récurrence, les transformées de Fourier des dérivées troisieme, quatriéme, etc.

» La formule générale de la dérivation :

TF(f™(t)) = )™ F(f(©))

VI1.3.5 Propriétés de la transformée de Fourier :

Enoncons quelques propriétés de la transformée de Fourier des signaux réels :
> Linéarité:

L’intégration étant une opération linéaire, la transformation de Fourier I’est aussi, ¢’est-a-dire que, A

et u étant des scalaires, on a:

FIAf(6) + ng(®)] = AF(f () + nF (£ ()

En d’autres termes, la transformation de Fourier commute avec 1’addition et la multiplication par un
scalaire.

B Translation :

Cherchons la transformée de Fourier de f(x — a) (a réel). En posant u = x — a, on obtient :

Fif(x—a)] = J+wf(x —a).e " dx = e‘ikaJJroof(u) omikx gy
Soit - e
Flf (x — )] = e”™F (k)

la translation de f(x) correspond un déphasage de F(k) proportionnel a k (la transformée de

Fourier de f(x — a) s’obtient en multipliant F (k) par le facteur de phase e~%),

Translater un signal dans le temps revient a déphaser la transformee de Fourier :
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ft—1)=e"F(w)

» Changement d’échelle

Le changement d’échelle permet d’établir la relation entre f(t) et F(w) lorsque la variable de

temps est multipliée par une constante réelle a # 0. En posant u = at

+oo . — 1 +oo iwu
Flf@il = | flae =z o) = [ pa e du

u = adt

Flf @) = —F (%)

la|  \a

Toute dilatation de I'échelle des temps conduit a une contraction inverse de I'échelle des fréquences
et réciproguement.

kB Dérivation de la transformée de Fourier :

La dérivée de F(f(t)) par rapport a la variable k donne :

d

d [ —ikx
J?(k)zﬁj_m f(x) e ¥ dx

= —i f_Jr;oxf(x) e ~tkx dx

= F(=ixf(x))

Les dérivées successives de F (k) est généralisé par la formule :

Fr(k) = F((=ix)"f(x))

Dans le domaine fréquentiel :

n

d -
T T W) = F (W) £ (1))
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V1.4 Application de la transformée de Fourier a la résolution d’équations
différentielles :

La transformation de Fourier permet de résoudre explicitement une équation différentielle linéaire

en la transformant en une équation plus simple.
Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficient constants :
f®) =apy™ +ay" 4 tan-1y' +any
On demande de trouver la solution de cette équation y(t) pourt = 0.

On cherche la transformée de Fourier des deux membres de 1’équation :
FIf (O = Flagy™ + a1y™ ™" + -+ +an-1y" + any]
En utilisant les propriétés de linéarité
FIF O] = aeF[y"] + a:Fly" 1 + - +an1Fly'] + anFly]
Proposition :

Soit fune fonction intégrable sur R a valeurs dans C, telle que TF(f) = F(w). Alors on a

d .
TF (Ef (t)> = (lw)F(w)

Et
d2
TF (Ff (t)> = (iw)*F(w)
En générale
am o
TF <ﬁf (t)> = (iw)"F(w)
Exemple :

En appliquant la transformée de Fourier trouver une solution de 1’équation différentielle suivante

d?y(t) g2
-ty =e L Q)
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Solution :

0 = TF[-28 4 y)| =7F

dt?

donc

Dr Temmar Fatma

] = TF[- 222+ TFy(0)] = TF[e™*’]

= —(i0)*F(0) + F(w) = TF[e™"]

= ((iw)? + 1DF(w) = TF[e™*]

1 _42

= F(w) = g TFle™]
1 2 _4+2
= F(w) = ST TF[e "]

= F(w) = TF[el. 7]

f&) =3 (e".e™)
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